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Polomnoziny definované vypoctem
Aktualni témata z informatiky

poznamky k seminafi, verze z 19. listopadu 2025

Budeme pouzivat pojmy z knihy Novd infinitni matematika: II. Novd teorie mnozin a polomnozin od
Petra Vopénky.

1 Prilis dlouho bézici program

Vezmeéme program napsany v jazyce Python:

n=20

while True:
print(n)
n=n+1

ktery po spusténi na pocitaci postupné tiskne pfirozena cisla:

N = O

protoze program tiskne ¢isla do nekonecna, za pfiblizné minutu ztratime trpélivost a program vypneme:

26747418
26747419

Program vytiskl cela ¢isla od nuly po 26747419. Programator vsak dopfedu nevi, kdy uzivatel ztrati
trpélivost a program vypne. PTirozené se ale mize ptat, jak dlouho muze napinat trpélivost uzivatele. V
nasem pripadé to znamend se ptat, jaka Cisla program vytiskne, nez uzivatel ztrati trpélivost a program
vypne. Jisté nulu vytiskne a né&jaké obii &slo, feknéme 10%°, se nikdy na vystupu neobjevi. I kdyby
se tisk Cisel nezpomalil, pravé uvedené cislo by se objevilo na vystupu za vice nez milion let. Zvazme
pravidlo tvrdici, ze s kazdym c¢islem vytiskne program i jeho néslednika. Je toto pravidlo pravdivé?
Protoze program vytiskne nulu, pouzitim pravé uvedeného pravidla ziskdme, ze vytiskne i jednicku.
Dalsim pouzitim pravidla odvodime, ze vytiskne i dvojku. Po delsim dokazovani bychom odvodili, ze
vytiskne i ¢islo dvacet. Protoze ¢isla po rfeknéme sto tisic program vytiskne okamzité, usoudime, zZe
pouzivani zminéného pravidla je bezpecné a prohldsime ho za pravdivé.

Necht X je tfida vsSech ¢isel, které program stihne vytisknout, nez uzivatel ztrati trpélivost a program
vypne. Z vyse provedenych tivah vyplyva, ze 0 € X,10%° ¢ X a 7e jestlize n € X, pak n + 1 € X. T¥ida
X neni ostfe vymezend. Kdyby byla, pak by byla mnozinou a existovalo by nejvétsi ¢islo n, které se v
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X nachézi, ale jeho naslednik jiz ne. Jenze podle naseho pravidla pokud n je v X, pak i naslednik n
je v X. Dostavame spor. Tedy X nenf mnozina. T¥ida [10%°] vSech pfirozenych é&sel mensich nez 10%°
je ostfe vymezend a je tedy mnozinou. Protoze X je neostie vymezena podtifda mnoziny [103%], je X
polomnozinou. Polomnozina X se chova podobné jako polomnozina kone¢nych prirozenych ¢isel FN. Z
pohledu vykondvaného programu je miizeme dokonce ztotoznit. Cislo 10%° pak bude nekoneéné.

Podobné bychom mohli pro jisty program uvazovat polomnozinu vstupt, u kterych program okamzité
vypocita vysledek. Okamzitosti myslime tak malou ¢asovou délku, kterou c¢lovék nemuze postiehnout.
Napriklad u programu pocitajici prvociselnou faktorizaci zadaného prirozeného ¢isla muzeme uvazovat
polomnozinu ¢isel, pro které program spocita faktorizaci okamzité.

2 Obloha

Vezméme obrazek:

z néhoz chceme ziskat tu ¢ast, kterd zobrazuje modrou oblohu. Za¢neme reprezentaci obrazku v nové teorii

mnozin. Obrazek ma s$itku 602 pixeli a vysku 864 pixelt. Pocatek kartézské soustavy souradnic bude
vlevo nahore. Osa x bude smérovat doprava a osa y doli. Soutadnice pixelt tedy mizeme reprezentovat



jako usporddané dvojice (z,y), kde = € [602] a y € [864]. Mnozinu [602] x [864] vSech soutfadnic si

ozna¢me P. Barvy budeme reprezentovat v RGB modelu trojicemi (r, g,b), kde r, g,b € [256]. Mnozinu

vSech barev [256]% ozna¢me C. Obrazek je pak funkei f s definiénim oborem P a oborem hodnot pod C.
Zvolme mezi barvami v RGB barvu ¢ = (102,127, 171) odpovidajici modfi oblohy:

Necht d je funkce definovana na mnoziné C? piedpisem

d((r1,91,b1), (r2,92,02)) = V/(r2 —11)% + (92 — 91) + (b2 — b1)2.

Funkce d mé&fi podobnost barev. Cim nizsi je funkéni hodnota, tim jsou zadané barvy podobnéjsi. Tento
zplisob meéfeni podobnosti barev je velmi primitivni a pro vaznéjsi ivahy o barvich bychom nahradili
model RGB modelem CIELAB a podobnost v ném mérili metodou CIEDE2000.

Funkce d je mnozina. Ozna¢me &islo ¢ = 290 = 1152921504606846976, které v naSem programu
prohldsime za nekone¢no. Tedy pro nds nyni je FN C [J]. Pfestoze obzor neni pevné svdzan s néjakym
¢islem, pro vypocetni ticely je vyhodné jej piesné stanovit. Napiiklad zvolme, ze obzor je piiblizné 2°9.
Jednotkou v méreni podobnosti barev pro nas bude usili, které je potfeba vynalozit, abychom uznali dvé
barvy za podobné. Tedy ¥ je nekonec¢né usili.

Definujeme funkei tg s doménou [¢] pfedpisem

to(a) =5+ loga(a+1) - 145
60
pro a € [¥]. Plati ¢,(0) = 5 a to(¢ — 1) = 150. Parciaci to|FN ozna¢me t. Funkce ¢ je mnozinové
prodlouzeni funkce ¢. Funkce ¢ pro konec¢né ptirozené ¢islo n udévajici tsili dava toleranci ¢(n) v méfeni
podobnosti barev. Cim blize jsme obzoru, tim je tolerance vétsi.
Pro n € FN definujeme mnozinu

Py ={(z,y) € P;d(f({z,y)),c) <t(n)}.
Necht F' je funkce s doménou FN definovana predpisem
F(n) = f|Pn.
Mnoziny F(n) jsou podmnoziny obrézku f. NiZe jsou nékteré z nich zobrazené.
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Funkce F je stabilni a jisté pro kazdd m < n je F(m) C F(n). Ozna¢me

X = U rng(F).



Polomnozina X je o-trida a F je jeji vytvareci funkce. Polomnozina X predstavuje pixely obrazku barvy
modré oblohy. Abychom si udélali piedstavu, jak posloupnost {F'(n)}, N sméfuje k obzoru, nakreslime
nékteré jeji prvky do jednoho obrazku tak, ze pozdéjsi prvky budou mit vétsi prihlednost. Konkrétné
nakreslime pies sebe obrazky F(20 — 1), F(2! —1),..., F(2% —1):

Tim jsme ziskali pfedstavu o tvaru polomnoziny X . Zvolme déle jasné oranzovou barvu ¢y = (255,164, 28):

a podobné jako v pripadé modré barvy ozna¢me Y o-tfidu s vytvareci funkci G. Tvar polomnoziny
oranzovych pixel:



Polozme
K(n)=F(n)UG(n).

Funkce K je vytvareci funkci o-t¥idy X U Y, kterd je polomnozinou vSech oranzovych nebo modrych
pixelt:

Polomnozinu pixeli, které nejsou ani oranzové ani modré, obdrzime jako rozdil Z = f\ (X UY), coZ je
zbytkova m-trida s vytvareci funkci H definovanou predpisem

H(n) = [\ (X(n) UY (n)).
Obrazek polomnoziny f\ (X UY):



Zbytkova m-trida Z dava vyniknout jevim, které jsme si na puvodnim obrazku nevsimly, protoze byly
zastinény vyraznymi jevy oranzové a modré barvy modelované polomnozinami X a Y. Na obloze si tak
muzeme povSimnout opomenuté svétle modré barvy nebo cihlové ¢ervené barvy ukazujici se pri prechodu
od oranzové k modré barve.

3 Zapoctovy ukol

Zvolme dvé kladnd &fsla w a h oznaéme u = [256]% x ([w] x [h]). Necht X je o-tifda takova, ze X Cu a
X je funkce. Dokazte, Ze existuje mnozina f takova, Ze f C u, f je funkce, dom(f) = [w] x [h] a X C f.
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