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1 Synchronizačńı slova

Uvažujeme deterministický konečný automat bez počátečńıho a akceptuj́ıćıch stav̊u (dále jen automat), který
je dán

• konečnou množinou stav̊u Q,

• konečnou množinou akćı Σ, (někdy j́ı ř́ıkáme abeceda),

• přechodovou funkćı δ : Q× Σ→ Q.

Přechodovou funkci přirozeně rozš́ı̌ŕıme na řetězce a množiny stav̊u. (O které rozš́ı̌reńı se jedná poznáme podle
typu argument̊u). Pracujeme s konečnými slovy nad Σ, prázdné slovo znač́ıme ϵ.

δ(q, ϵ) = q

δ(q, xa) = δ(δ(q, x), a) pro q ∈ Q, slovo x a akci a

δ(S,w) = {δ(q,w) | q ∈ S} pro S ⊆ Q a slovo w

Řekneme, že slovo w synchronizuje, pokud |δ(Q,w)| = 1.

Na semináři jsme si ukázali př́ıklady synchronizuj́ıćıch a nesynchronizuj́ıćıch slov v konkrétńım automatu.
Ukazáli jsme si i př́ıklad automatu, pro který žádné synchronizačńı slovo neexistuje.

Budeme se zabývat následuj́ıćım algoritmickým problémem: Je dán automat A = (Q,Σ, δ). Existuje k němu
synchronizačńı slovo? (V př́ıpadě, že ano, řekneme, že A synchronizuje.)

Naivńı algoritmus funguje následovně. Sestav́ıme podmnožinový automat 2A = (2Q, Σ, δ ′), přechodová funkce
δ ′ je zde rozš́ırenou přechodovou funkćı pro δ. Pokud v sestaveném automatu najdeme slovo vedoućı ze stavu
Q do nějakého jednoprvkového stavu, existuje k A synchronizačńı slovo.

Na semináři jsme si ukázali př́ıklad běhu algoritmu na jednoduchém automatu. Diskutovali jsme i zdánlivě
efektivněǰśı variantu, kdy začneme od Q a budujeme 2A na požádáńı. I s t́ımto vylepšeńım má ovšem algoritmus
exponenciálńı složitost vzhledem k |Q|, protože se může stát, že algoritmus sestav́ı exponenciálně velkou část
automatu 2A.

Předchoźı algoritmus se ovšem dá vylepšit tak, že sestav́ı pouze polynomicky velkou část 2A. Řekneme, že w je
slévaćı slovo pro stavy s, t, pokud δ(s,w) = δ(t,w). Pokud automat synchronizuje, je př́ıslušné synchronizačńı
slovo slévaćım slovem pro libovolnou dvojici stav̊u. Naopak, pokud pro každou dvojici stav̊u existuje slévaćı
slovo, automat synchronizuje. Synchronizuj́ıćı slovo najdeme pomoćı následuj́ıćıho algoritmu.

1. Nastav́ıme x← ϵ.
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2. Dokud |δ(Q, x)| > 1

• vybereme dva r̊uzné stavy s, t ∈ δ(Q, x), označme jejich slévaćı slovo w

• nastav́ıme x← xw

3. Vrát́ıme x.

Z definice slévaćıho slova plyne, že po každé iteraci cyklu se velikost množiny δ(Q, x) zmenš́ı alespoň o jedna.
Dojde tedy k situaci, kdy je δ(Q, x) jednoprvková a x je synchronizuj́ıćım slovem.

Pokud existuje dvojice stav̊u s, t, pro kterou slévaćı slovo neexistuje, automat očividně nesynchronizuje: pro
libovolné slovo w máme |δ({s, t}, w)| = 2 a proto |δ(Q,w)| ≥ 2.

Slévaćı slova můžeme hledat vytvořeńım automatu (Q ′, Σ, δ ′), kde Q ′ je množina všech jednoprvkových a
dvouprvkových podmnožin Q, a δ ′ je rozš́ı̌renou přechodovou funkćı pro δ. Pokud v tomto automatu najdeme
cestu ze stavu {s, t} do jednoprvkového stavu, existuje pro dvojici s, t slévaćı slovo, které odečteme z hran na
cestě. (Cestu můžeme nalézt např́ıklad pr̊uchodem do š́ırky).

Algoritmus pro nalezeńı synchronizuj́ıćıho slova za předpokladu existence slévaćıch slov tedy snadno rozš́ı̌ŕıme
na algoritmus, který slévaćı slova sám hledá. Pokud se mu slévaćı slovo nalézt nepodař́ı, vrát́ı informaci o tom,
že automat nesynchronizuje.

Vzhledem k |Q| má automat (Q ′, Σ, δ ′) je kvadratický počet stav̊u. Délka jednotlivých slévaćıch slov je tak také
omezena kvadraticky. Algoritmus má |Q|−1 iteraćı, během jedné iterace provede nejvýše kubický počet operaćı
(při výpočtu δ(Q, x); v algoritmu si mezi iteracemi pamatujeme δ(Q, x): na začátku nastav́ıme C← Q a v každé
iteraci potom pouze C← δ(C,w)).

1.1 Délka nejkratš́ıho synchronizačńıho slova

Označme n = |Q|. Počet dvojic stav̊u je n(n − 1)/2, toto č́ıslo tak omezuje i délku slévaćıho slova. Synchroni-
zuj́ıćı slovo nalezené algoritmem z předchoźı kapitoly tak má délku nejvýše n(n − 1)2/2. Na délku nejkratš́ıho
synchronizuj́ıćıho slova existuj́ı i lepš́ı horńı odhady, např. (n3 − n)/6.

Nyńı si ukážeme, že existuje rodina automat̊u, ve kterých je délka nejkratš́ıho synchronizuj́ıćıho slova rovna
(n− 1)2. Jedná se tzv. Černého automaty.

Černého automat s n stavy je automat s množinou stav̊u {0, 1, . . . , n− 1}, abecedou {a, b} a přechodovou funkćı
danou:
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δ(0, a) = 1,

δ(0, b) = 1,

δ(i, b) = i+ 1 (mod n), pro i > 1 ,

δ(i, a) = i, pro i > 1

Automat je synchronizován slovem (abn−1)n−2a, jehož délka je n(n − 2) + 1 = (n − 1)2. Že slovo skutečně
synchronizuje, je vidět z následuj́ıćıch pozorováńı.

• Pro k > 1 máme

δ({0, . . . , k}, a) = {1, . . . , k}

δ({1, . . . , k}, bn−1) = {0, . . . , k− 1}

• Trik z předchoźıho bodu zopakujeme n−2 krát a dostaneme {0, 1}. Nyńı si všimneme, že δ({0, 1}, a) = {1}.

Věta 1: Černého

Každé synchronizuj́ıćı slovo v Černého automatu s n stavy má délku nejméně (n− 1)2.

D̊ukaz. Necht’ w je nejkratš́ı synchronizačńı slovo. Toto slovo jistě nekonč́ı b, protože to by šlo odebrat a slovo
by pořád synchronizovalo. Můžete tedy psát w = w ′a a máme δ(Q,w ′) = {0, 1}.

Uvnitř w ′ je každé a následováno b. Pro libovolnou množinu stav̊u P totiž plat́ı δ(P, a) = δ(P, aa) (prvńı a
odebere z P stav 0, pokud tam je, a daľśı provedeńı akce a již množinu nezměńı).

Zavede nový symbol c a řekneme, že c = ab. Ve slově w ′ nahrad́ıme všechny výskyty slova ab symbolem
c, dostaneme tak slovo v nad abecedou {b, c}. Z Černého automatu odstrańıme symbol a a nahrad́ıme jej c,
dostaneme automat B

δ ′(0, b) = 1,

δ ′(0, c) = 2,

δ ′(i, c) = i+ 1 (mod n) pro i > 0.

Z konstrukce plyne, že v automatu B máme δ ′(Q, v) = {0, 1} a slovo vc tak synchronizuje do stavu 2. Pro každé
slovo u ∈ {b, c}∗ tak máme, že uvc synchronizuje do stavu 2. Pro l > |vc| tak plat́ı, že pro každy stav i existuje
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v (grafu) automatu B tah délky l ze stavu i do stavu 2, pokud zvoĺıme i = 2, je tah uzavřený. Každý uzavřený
tah v B se skládá z kružnic délek n a n− 1, tj. máme

l = k1n+ k2(n− 1),

kde k1, k2 ∈ N0 (přirozená č́ısla s 0). Nyńı použijeme lemma z teorie č́ısel.

Lemma: Pro nesoudělná p, q ∈ N je největš́ı č́ıslo r takové, že neexistuj́ı k1, k2 ∈ N0 tak, že r = k1p + k2q

rovno pq− p− q.

Protože č́ısla n a n− 1 jsou nesoudělná, předchoźı lemma implikuje

|vc| > n(n− 1) − n− (n− 1) = n2 − 3n+ 1.

Protože δ ′(1, b) = 2 a δ ′(1, c) = 2, provedeńı vc ze stavu 1 by vyžadovalo existenci uzavřeného tahu (s počátkem
ve stavu 2), máme dokonce

|vc| > = n2 − 3n+ 2.

Protože vc synchronizuje B muśı obsahovat alespoň n− 1 symbol̊u c, a v tedy obsahuje alespoň n− 2 symbol̊u
c. Máme tak (protože c = ab)

|w ′| ≥ n2 − 3n+ 2+ n− 2 = n2 − 2n,

|w ′a| ≥ n2 − 2n+ 1 = (n− 1)2

Otevřený problém: Dokažte nebo vyvrat’te Černého domněnku: Délka nejkratš́ıho synchronizuj́ıćıho slova v
libovolném automatu s n stavy je nejvýše n− 2.

1.2 Obt́ıžnost nalezeńı nejkratš́ıho synchronizačńıho slova

Vysvětlili jsme si, že stač́ı ukázat NP-obt́ıžnost rozhodovaćı verze, tj. problému jehož vstupem jsou synchroni-
zuj́ıćı automat A a přirozené č́ıslo k; očekáváme odpověd’ ano, pokud pro existuje synchronizačńı slovo délky
nejvýše k.

NP-obt́ıžnost ukážeme redukćı z problému 3SAT: splnitelnosti booleovských formuĺı v konjunktivńı normálńı
formě, jej́ıž klausule maj́ı právě tři literály.

Necht’ φ je formule s proměnnými x1, . . . , xn a klauzulemi C1, . . . , Cm. Vytvoř́ıme automat A s množinou stav̊u

{s} ∪
m⋃
i=1

{si1, s
i
2, . . . , s

i
n+1}.
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(Horńı index odpov́ıdá indexu klausule, dolńı index, mimo n + 1, indexu proměnné.) Uváž́ıme abecedu 1, 0

(pravda, nepravda). Pro i = 1, 2, . . . ,m a j = 1, 2, . . . , n dodefinujeme potřebnou část přechodové funkce Pokud
xj ∈ Ci

δ(sij, 1) = s, zkratka

δ(sij, 0) = sij+1.

Pokud ¬xj ∈ Ci

δ(sij, 1) = sij+1,

δ(sij, 0) = s. zkratka

Jinak

δ(sij, 1) = sij+1,

δ(sij, 0) = sij+1.

Nakonec dodáme pro a = 0, 1

δ(sin+1, a) = S

δ(s, a) = S

Za č́ıslo k zvoĺıme n.

Vid́ıme, že automat má m(n+ 1) + 1 stav̊u a lze jej vytvořit v polynomickém čase.

Pokud je φ pravdivá pro ohodnoceńı proměnných e : {x1, . . . , xn} → {0, 1}, pak je e(x1)e(x2) . . . e(xn) synchro-
nizačńı slovo délky k.

Necht’ je A synchronizován slovem w = w1 . . . wn délky n (kratš́ı nemůže být, protože synchronizovat se dá
pouze do s). Přitom wi bereme jako ohodnoceńı proměnné xi. Protože w synchronizuje, pro každé 1 ≤ i ≤ m

existuje j tak, že z sij jsme šli zkratkou do s (Z Sii se tam totiž bez zkratky dostaneme do s až po n+1 kroćıch). To
ovšem znamená, že literál proměnné xj obsažený v Ci je ohodnocen pravdivě a Ci je také pravdivý. Ohodnoceńı
dané w tak formuli splńı.

Na semináři jsme si ukázali př́ıklad redukce.

Z výše uvedené obt́ıžnosti tedy plyne, že pokud P ̸= NP, nelze nalézt minimálńı synchronizačńı slovo v polyno-
mickém čase.
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2 Univerzalita

Viz dodané slajdy a článek [6], který lze dohledat na arxiv.org.
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3 Úkoly

Vypracované a v latexu vysázené ukoly mi pošlete mailem a poté přijd’te osobně vysvětlit. Obrázky lze namalovat
ručně.

1. (Synchronizačńı slova.) Zafixujeme abecedu Σ = {0, 1}. Množina X ⊆ Σ∗ je prefixový kód, pokud pro
všechny x, y ∈ X plat́ı, že x neńı prefixem y. Prefixový kód X je maximálńı, pokud neexistuje prefixový
kód Y tak, že X ⊂ Y. Slovo w ∈ X, kde X je maximálńı prefixový kód, je synchronizuj́ıćı, pokud pro
každé slovo v ∈ Σ∗ plat́ı, že vw ∈ X∗. (X∗ zde znač́ı uzávěr jazyka X, tedy jazyk obsahuj́ıćı slova vzniklá
zřetězeńım konečného počtu slov z jazyka X.)

Ke konečnému prefixovému kódu X můžeme sestavit automat AX, tak, že L(AX) − {ϵ} = X. Konstrukce je
následuj́ıćı:

• Množina stav̊u Q je tvořena všemi vlastńımi prefixy prvk̊u X (w je vlastńı prefix w ′, pokud je jeho
prefixem a w ̸= w ′), včetně prázdného slova ϵ.

• přechodová relace ∆ ⊆ Q× Σ×Q je dána

– (q, a, qa) ∈ ∆ pokud je qa vlastńı prefix nějakého slova z X,

– (q, a, ϵ) ∈ ∆ pokud qa ∈ X

• počátečńı a akceptuj́ıćı stav je ϵ.

Zněńı úkol̊u

a) Lze z nějaké vlastnosti AX poznat, zda-li je X maximálńı?

b) Předpokládejme, že X je maximálńı. Dokažte, že w je synchronizuj́ı pro X, právě když je w synchro-
nizačńı slovo v AX. Do kterého stavu w synchronizuje?

2. (Univerzalita.) Sestavte automat, na který źıskáme popsanou redukćı z formule

(x1 ∨ ¬x2 ∨ x3)∧ (¬x1 ∨ x2 ∨ x4)∧ (x2 ∨ x3 ∨ ¬x4)∧ (¬x1 ∨ ¬x3 ∨ x4)∧ (x1 ∨ ¬x3 ∨ ¬x4)
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