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1 Synchronizacni slova

Uvazujeme deterministicky kone¢ny automat bez pocatecéniho a akceptujicich stavu (ddle jen automat), ktery
je dan

e kone¢nou mnozinou stavu Q,
e kone¢nou mnozinou akci X, (nékdy ji fikdme abeceda),

e piechodovou funkei 6: Q x £ — Q.

Piechodovou funkei pfirozené rozsitime na fetézce a mnoziny stavu. (O které rozsiteni se jednd pozname podle
typu argumentu). Pracujeme s kone¢nymi slovy nad X, prazdné slovo znacime e.

5(qa€) =dq
d(q,xa) =98(6(q,x),a) pro q € Q, slovo x a akci a
5(S,w) ={6(q,w) | q€S}proS CQ aslovow

Rekneme, 7e slovo w synchronizuje, pokud [5(Q,w)| = 1.

Na seminafi jsme si ukazali ptriklady synchronizujicich a nesynchronizujicich slov v konkrétnim automatu.
Ukazali jsme si i ptiklad automatu, pro ktery zadné synchronizacni slovo neexistuje.

Budeme se zabyvat nasledujicim algoritmickym problémem: Je dan automat A = (Q, X,d). Existuje k nému
synchronizaé¢ni slovo? (V piipadé, ze ano, fekneme, ze A synchronizuje.)

Naivni algoritmus funguje nisledovné. Sestavime podmnozinovy automat 24 = (29, %,8"), prechodové funkce
5’ je zde rozsirenou prechodovou funkei pro 8. Pokud v sestaveném automatu najdeme slovo vedouci ze stavu
Q do néjakého jednoprvkového stavu, existuje k A synchronizaéni slovo.

Na semindfi jsme si ukdzali pfiklad béhu algoritmu na jednoduchém automatu. Diskutovali jsme i zdanlivé
efektivnéjsf variantu, kdy zacneme od Q a budujeme 24 na pozadani. I s timto vylepsenfm mé oviem algoritmus
exponencialni slozitost vzhledem k |Q|, protoze se muze stét, ze algoritmus sestavi exponencidlné velkou ¢ést
automatu 24,

Piedchozi algoritmus se ovéem dé vylepsit tak, ze sestavi pouze polynomicky velkou ¢ést 24. Rekneme, ze w je
slévaci slovo pro stavy s, t, pokud &(s,w) = §(t,w). Pokud automat synchronizuje, je pfisluné synchroniza¢ni
slovo slévacim slovem pro libovolnou dvojici stavu. Naopak, pokud pro kazdou dvojici stavi existuje slévaci
slovo, automat synchronizuje. Synchronizujici slovo najdeme pomoci néasledujictho algoritmu.

1. Nastavime x « €.



2. Dokud [6(Q,x)| > 1

e vybereme dva ruzné stavy s,t € 6(Q,x), oznacme jejich slévaci slovo w

e nastavime x  xw

3. Vratime x.

Z definice slévaciho slova plyne, ze po kazdé iteraci cyklu se velikost mnoziny 8(Q, x) zmensi alespon o jedna.
Dojde tedy k situaci, kdy je 6(Q,x) jednoprvkova a x je synchronizujicim slovem.

Pokud existuje dvojice stavu s,t, pro kterou slévaci slovo neexistuje, automat o¢ividné nesynchronizuje: pro
libovolné slovo w mame [5({s, t}, w)| = 2 a proto [5(Q,w)| > 2.

Slévaci slova muzeme hledat vytvofenim automatu (Q’,Z,d’), kde Q’ je mnozina vSech jednoprvkovych a
dvouprvkovych podmnozin Q, a 8’ je rozsifenou piechodovou funkei pro §. Pokud v tomto automatu najdeme
cestu ze stavu {s, t} do jednoprvkového stavu, existuje pro dvojici s,t slévaci slovo, které odec¢teme z hran na
cesté. (Cestu muzeme nalézt napiiklad pruchodem do sirky).

Algoritmus pro nalezeni synchronizujiciho slova za predpokladu existence slévacich slov tedy snadno rozsifime
na algoritmus, ktery slévaci slova sém hledd. Pokud se mu slévaci slovo nalézt nepodaii, vrati informaci o tom,
ze automat nesynchronizuje.

Vzhledem k |Q| md automat (Q’,X,8’) je kvadraticky pocet stavu. Délka jednotlivych slévacich slov je tak také
omezena kvadraticky. Algoritmus mé |Q|—1 iteraci, béhem jedné iterace provede nejvyse kubicky pocet operaci
(pfi vypoctu 8(Q, x); v algoritmu si mezi iteracemi pamatujeme 6(Q, x): na za¢atku nastavime C < Q a v kazdé
iteraci potom pouze C « (C,w)).

1.1 Délka nejkratsiho synchroniza¢niho slova

Oznacéme n = |Q|. Pocet dvojic stavu je n(n — 1)/2, toto ¢islo tak omezuje i délku slévaciho slova. Synchroni-
zujici slovo nalezené algoritmem z predchozi kapitoly tak mé délku nejvyse n(n — 1)2/2. Na délku nejkratsiho
synchronizujiciho slova existujf i lepsi horni odhady, napf. (n® —n)/6.

Nyni si ukdzeme, ze existuje rodina automati, ve kterych je délka nejkratsiho synchronizujictho slova rovna
(n —1)2. Jedna se tzv. Cerného automaty.

Cerného automat s n stavy je automat s mnozinou stavi {0, 1,...,n— 1}, abecedou {a, b} a piechodovou funkef
danou:



5(0,a) =1,

5(0,b) =1,

5(i,b) =i+ 1 (mod n), proi>1,
0(i,a) =1, proi>1

Automat je synchronizovan slovem (ab™ )" 2a, jehoz délka je n(n —2) + 1 = (n — 1)2. Ze slovo skuteéné
synchronizuje, je vidét z nasledujicich pozorovani.

e Pro k > 1 mame

5(0,...,k}a) ={1,...,k}
5({1,..., kL b)) ={0,..., k—1}

e Trik z predchoziho bodu zopakujeme n — 2 krat a dostaneme {0, 1}. Nyni si vSimneme, ze 6({0, 1}, a) ={1}.

Véta 1: Cerného

Kazdé synchronizujici slovo v Cerného automatu s n stavy ma délku nejméné (n — 1)2.

Diikaz. Nechf w je nejkratsi synchronizaéni slovo. Toto slovo jisté nekonéi b, protoZe to by §lo odebrat a slovo
by poidd synchronizovalo. Muzete tedy psat w =w’a a mame §(Q,w’) = {0, 1}.

Uvnitt w’ je kazdé a nasledovdno b. Pro libovolnou mnozinu stava P totiz plati §(P,a) = 8(P,aa) (prvni a
odebere z P stav 0, pokud tam je, a dalsi provedeni akce a jiz mnozinu nezméni).

Zavede novy symbol ¢ a fekneme, ze ¢ = ab. Ve slové w’ nahradime vSechny vyskyty slova ab symbolem
¢, dostaneme tak slovo v nad abecedou {b,c}. Z Cerného automatu odstranime symbol a a nahradime jej c,
dostaneme automat B

5'(0,b) =1,
5'(0,¢) =2,
5'(i,c) =i+ 1 (mod n) pro i > 0.

Z konstrukce plyne, ze v automatu B mame &'(Q,v) = {0, 1} a slovo vc tak synchronizuje do stavu 2. Pro kazdé
slovo u € {b, c}* tak mame, ze uvc synchronizuje do stavu 2. Pro 1 > |vc| tak plati, Ze pro kazdy stav i existuje



v (grafu) automatu B tah délky 1 ze stavu i do stavu 2, pokud zvolime i = 2, je tah uzavieny. Kazdy uzavieny
tah v B se skldda z kruznic délek n a n — 1, tj. mame

l=kim+ky(n—1),
kde ki, k, € Ny (pfirozena ¢isla s 0). Nyni pouzijeme lemma z teorie ¢isel.

Lemma: Pro nesoudélnd p,q € N je nejvétsi ¢éislo r takové, ze neexistuji ki, k, € Ny tak, ze 1 = kip + kzq
rovno pq —p — q.

Protoze ¢isla n a n — 1 jsou nesoudélnd, predchozi lemma implikuje
el >nn—1)—m—(n—1) =n?—3n+1.

Protoze 6'(1,b) =2 a 8’(1,c) = 2, provedeni vc ze stavu 1 by vyzadovalo existenci uzavieného tahu (s pocatkem
ve stavu 2), mame dokonce

el > =n?—3n+2.

Protoze vc synchronizuje B musi obsahovat alespon n — 1 symboli ¢, a v tedy obsahuje alespon n — 2 symboli
c. Mame tak (protoze ¢ = ab)

W|>n?—3n+24+n—-2=n?—2n,

wal>n?—2n+1=(n-1)>
Otevieny problém: Dokazte nebo vyvratte Cerného domnénku: Délka nejkratsiho synchronizujiciho slova v

libovolném automatu s n stavy je nejvyse n — 2.

O]

1.2 Obtiznost nalezeni nejkratsiho synchronizacniho slova

Vysvétlili jsme si, ze staci ukdzat NP-obtiznost rozhodovaci verze, tj. problému jehoz vstupem jsou synchroni-
zujici automat A a piirozené &islo k; ocekdavame odpovéd ano, pokud pro existuje synchronizacni slovo délky
nejvyse k.

NP-obtiznost ukazeme redukci z problému 3SAT: splnitelnosti booleovskych formuli v konjunktivni normélni
formé, jejiz klausule maji pravé tii literaly.

Necht ¢ je formule s proménnymi x1,...,%, a klauzulemi Cy,...,Cy. Vytvoiime automat A s mnozinou stavi

m
{S} U U{S%) SE) LS} S:H—l }

i=1



(Horni index odpovidé indexu klausule, dolni index, mimo n + 1, indexu proménné.) Uvézime abecedu 1,0
(pravda, nepravda). Proi=1,2,...,maj=1,2,...,n dodefinujeme potiebnou ¢ast prechodové funkce Pokud
Xj € Cy

5(3}, 1) = s, zkratka

5(3},0) = S}H.

Pokud X € Ci
6(5},1) = s}H,

6(5},0) = s. zkratka

Jinak

6(3}) ]) = s}-H)
6(5},0) = S}H.

Nakonec dodame pro a =0, 1

§(st q,a) =S
d(s,a) =S

Za ¢islo k zvolime n.
Vidime, ze automat ma m(n + 1) + 1 stavu a lze jej vytvorit v polynomickém cCase.

Pokud je ¢ pravdiva pro ohodnoceni proménnych e : {xi,...,xn} — {0, 1}, pak je e(x7)e(xz)...e(xn) synchro-
niza¢ni slovo délky k.

Necht je A synchronizovén slovem w = wy...wy délky n (krat${ nemuze byt, protoze synchronizovat se da
pouze do s). Pritom w; bereme jako ohodnoceni proménné x;. Protoze w synchronizuje, pro kazdé 1 <i < m
existuje j tak, ze z s} jsme §li zkratkou do s (Z S} se tam totiz bez zkratky dostaneme do s az po n+1 krocich). To
ovSem znamend, Ze literdl proménné x; obsazeny v C; je ohodnocen pravdivé a C; je také pravdivy. Ohodnoceni
dané w tak formuli splni.

Na seminaii jsme si ukézali piiklad redukce.

7 vyse uvedené obtiznosti tedy plyne, ze pokud P # NP, nelze nalézt minimalni synchronizaéni slovo v polyno-
mickém case.



2 Univerzalita

Viz dodané slajdy a ¢lanek [6], ktery lze dohledat na arxiv.org.



3 Ijkoly

Vypracované a v latexu vysazené ukoly mi poslete mailem a poté piijdte osobné vysvétlit. Obrazky lze namalovat
rucneé.

1. (Synchronizaéni slova.) Zafixujeme abecedu £ = {0, 1}. Mnozina X C X* je prefixovy kéd, pokud pro
vSechny x,y € X plati, Ze x neni prefixem y. Prefixovy kéd X je maximélni, pokud neexistuje prefixovy
kod Y tak, ze X C Y. Slovo w € X, kde X je maximalni prefixovy kéd, je synchronizujici, pokud pro
kazdé slovo v € I* plati, ze vw € X*. (X* zde znadi uzaveér jazyka X, tedy jazyk obsahujici slova vznikld
zietézenim koneéného poctu slov z jazyka X.)

Ke koneénému prefixovému kédu X muzeme sestavit automat Ay, tak, ze L(Ax) —{e} = X. Konstrukce je
nasledujici:
e Mnozina stavu Q je tvofena vSemi vlastnimi prefixy prvku X (w je vlastnf prefix w’, pokud je jeho
prefixem a w # w’); véetné prazdného slova €.
e piechodova relace A C Q x X x Q je dédna
— (g,a,qa) € A pokud je qa vlastni prefix néjakého slova z X,
— (g,a,€) € A pokud qa € X

e pocateéni a akceptujici stav je e.
Znéni tkoli
a) Lze z néjaké vlastnosti Ax poznat, zda-li je X maximalni?

b) Predpoklddejme, ze X je maximélni. Dokazte, ze w je synchronizuji pro X, pravé kdyz je w synchro-
nizacni slovo v Ax. Do kterého stavu w synchronizuje?

2. (Univerzalita.) Sestavte automat, na ktery ziskdme popsanou redukei z formule

(X] \/_‘Xz \/Xg) VAN (_‘X] \/Xz \/X4) AN (Xz \/X3 \/_‘X4) AN (_‘X] V X3 \/X4) AN (X] \/_‘X3 \/_‘X4)
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