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Kapitola 1

Vektory a vektorové prostory

1.1 Motivace

S vektory se setkdvame ve fyzice, matematice i informatice'. Diilezité fyzikalni vektory jsou
napriklad vektor rychlosti, zrychleni, sily. Na nich lze dobfe pochopit zakladni vlastnosti
vektor, které jsou pak vtéleny do jejich matematické definice. Pokud se napriklad snazim
preplavat feku rychlosti u (u je vektor; jisté zalezi na sméru, kterym plavu) a samotna
feka tece rychlosti v (opét vektor), bude m4 vysledna rychlost uréena témito vektory podle
obr. 1.1.

Obrazek 1.1: u: rychlost plavce ve stojaté vodé, v: rychlost proudu vody, w: skutecna rychlost
plavce.

Toto pozorovani nas vede k poznatku, ze vektory rychlosti lze sc¢itat (sklddat) podle
znamého rovnobéznikového pravidla. Totéz plati i pro dalsi fyzikalni vektory, jako jsou
napf. uz zminéné vektory zrychleni a sily.

7Z reality lze odpozorovat i dalsi vlastnosti vektori: proti proudu reky lze plavat takovou
rychlosti, ze plavec ziustavd na misté. Plaval rychlosti danou tzv. opacnym (inverznim)
vektorem k vektoru rychlosti proudu. Sou¢tem téchto vektortu je tzv. nulovy vektor. Kazdy

1V informatice, zejména programovani, se oviem pojem vektor pouzivé i pro néco jiného: jednorozmérné
pole.
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vektor lze také vyndsobit ¢islem. Pokud napriklad pri plavani zdvojnasobim své tsili, bude
vektor mé rychlosti dvojnasobkem puvodniho vektoru.

Pojem vektoru a s nim souvisejici dalsi pojmy patti k zdkladnim matematickym pojmum
pouzivanym i mimo matematiku, jak uz bylo feceno, kromé fyziky i v informatice. V ma-
tematice se kromé linearni algebry vektory pouzivaji v mnoha oblastech, napiiklad v geo-
metrii. Matematicka definice vektoru zavadi abstraktni pojem, ktery je tvofen nékterymi
vlastnostmi vektort prevzatymi z reality. Které vlastnosti to jsou, je véci volby. V zakladni
definici, jak se v matematice ujala, se napiiklad nehovori o délce vektoru a ihlu (odchylce)
mezi dvéma vektory (budeme o nich mluvit pozdéji). Nasleduje tedy definice.

1.2 Struktura vektorového prostoru

Rekneme, Ze na mnoziné U je dana struktura vektorového prostoru (nad redlngmi cisly; jiné
typy vektorovych prostort zde neuvazujeme), jestlize kazdym dvéma prvkiom u,v € U je
pritazen prvek u+v € U a kazdému prvku u € U a ¢islu r € R je ptifazen prvek ru (znaceny
také r-u) tak, ze pro vSechna u,v,w € U a r,s € R jsou splnény nésledujici podminky:

existuje prvek 0 € U tak, ze 0-u =0 pro kazdé u e U,
u+v=v+tu,
(utv)+w=u+(v+w),
1-u=u,

re(s-u)=(rs) u,
(r+s)-u=r-u+s-u,
r-(u+v)=r-u+r-v

AAA,_\,_\,_\/_\
T T | Y
N O Ot s W N =
~— — — ' ~— ~—— ~—

Je-li na mnoziné U dana struktura vektorového prostoru, hovotime o U jako o wvektorovém
prostoru. Prvkim vektorového prostoru rikdme vektory, redlnym c¢islim v souvislosti s vek-
torovymi prostory fikame také skaldry. Vektor u+v nazyvame soucet vektori u a v, vektor
ru ndsobek vektoru u cislem (skaldrem) r. Vektor 0 znac¢ime vétSinou stejné jako nulu, tedy
0, a nazyvame jej nulovy vektor.

Priklad 1.1. Zékladnim piikladem vektorového prostoru je mmnozina R”, tedy mnozina
vsech usporadanych n-tic redlnych cisel se s¢itanim vektor a ndsobenim skaldrem danym
obvyklym zptsobem po slozkach. Tato struktura vektorového prostoru na R” se nazyva
kanonickd. Pokud nefekneme jinak (a to kromé tloh k této kapitole nikdy nefekneme),
uvazujeme mnozinu R” vzdy automaticky s kanonickou strukturou vektorového prostoru.
Proto mtzeme o R"” mluvit jako o vektorovém prostoru a fikat ,,vektorovy prostor R"*, aniz
bychom specifikovali, jakou strukturu vektorového prostoru mame na mysli. Vektorovému
prostoru R” také fikame aritmeticky vektorovy prostor.
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Je ovsem nutné pochopit, ze nejen R" je vektorovy prostor. Napriklad fyzikalni vektory
jisté nejsou n-ticemi redlnych ¢isel (a neexistuje jednoznacény zpusob, jak jim n-tice redlnych
Cisel priradit!).

Priklad 1.2. Ozna¢me P, mnozinu vSech polynomt stupné nejvyse n. S¢itani polynomu a
nasobeni polynom ¢islem definuje na mnoziné P, strukturu vektorového prostoru. (Pouziva
se naptiklad v sifrovani.)

Véta 1.1. Pro vektorovy prostor U plati:
1. Pro kazdé u e U plati 04+u=u.
2. Pro kazdé u € U existuje jediny vektor v e U tak, Ze u+v=20.
3. Pro kazdé cislo r jer-0=0.

Diikaz. CvicCeni.

Vektor v z bodu 2. zna¢ime —u a nazyvame vektorem opacnym (inverznim) k vektoru
u. Plati tedy u+ (—u) = 0. Pri¢itdni opacného vektoru znacime jako odecitani: u+ (—w) =
u—w.

ULOHY KE KAPITOLE 1

1.1. Definujte na jednoprvkové mnoziné {u} a dvojprvkové mnoziné {u,v} strukturu vektorového
prostoru.

1.2. Ukazte, ze mnozina P, se s¢itdnim a nasobenim ¢isel z Prikladu 1.2 je opravdu vektorovy
prostor.

1.3. Definujte strukturu vektorového prostoru na intervalu (0, 4-co).
1.4. Definujte na mnoziné R jinou nez kanonickou strukturu vektorového prostoru.
1.5. Dokazte, ze R" s kanonickou strukturou vektorového prostoru je opravdu vektorovy prostor.

1.6. Dokazte Vétu 1.1.






Kapitola 2

Podprostory a souciny
vektorovych prostoru

2.1 Linearni kombinace

Linedrni kombinace vektord uy,...,ux € U s koeficienty r',... r* je libovolny vektor rlu; +
k.t O vektorech uy, ..., u iikdme, Ze jsou linedrné zdvislé, pokud existujf koeficienty
rl,...,’* € R, z nichz alespon jeden neni nulovy, tak, Ze piislusna linedrni kombinace je

nulovy vektor.
Pokud bychom nepozadovali, aby alespon jeden koeficient byl nenulovy, existovaly by

takové koeficienty vzdy, protoze at jsou vektory uj,...,u; jakékoli, vzdy plati O-u; +--- +
0- Up — 0.

Vektory uy,...,u; se nazyvaji linedrné nezdvislé, pokud nejsou linearné zavislé. Tuto
podminku lze zformulovat i takto: pokud je linedrni kombinace vektorua uy,...,u; nulova,
jsou vsechny jeji koeficienty nulové. Neboli: z rluj + -+ *ux =0 plyne r! = ... =k = 0.

Tato podminka se dobfe prakticky ovéruje.

Véta 2.1. Pro k> 1 jsou vektory uy,...,u; linedrné nezdvislé, prave kdyz Zddny z nich nenid
linedrni kombinaci ostatnich.

Dikaz. Jsou-li vektory uy,...,u; linedarné zavislé, pak existuje nulova linedrni kombinace
rlug 4 -4 rfup = 0, ve které je jeden koeficient nenulovy. Reknéme, ze je to koeficient 7.

Rovnost mtizeme upravit takto:

—rui=rtug AP A a4

1Pro indexy koeficienti linedrni kombinace vektort, stejné jako dalsi &isla, jako slozky vektori z R”,
radkové indexy slozek matic atd., pouzivame horni indexy.

9
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Koeficient —r' je nenulovy. Dostavame tedy

,l i1 il &
W= ——Up — = U] — U] = — U
r r r

a vyjadrili jsme vektor #' jako linedrni kombinaci ostatnich.
Naopak, jestlize

wi=rlug o A g

tedy jestlize vektor u; je linedrni kombinaci vektora uy,...,u;—1,uj11,...,ux, pak je vsech k
vektoru linearné zavislych, protoze

a4 o = g 4 R =0

a na levé strané mame linedrni kombinaci s nenulovymi koeficienty, jelikoz koeficient u
vektoru u; je nenulovy (¢islo —1).
Véta 2.2. Jsou-li vektory uy,...,u; linedrné nezdvislé, pak pro kazdy vektor v e U existuje
nejvyse jedna k-tice cisel (r',...,r%) takovd, Ze r'uy + -+ rFu = v.
Dikaz. Takova k-tice samozrejmé nemusi existovat. Kdyby existovaly dvé, kde druha by
byla (s',...,s), pak plati nejen rluy +--- +rfuy = v, ale i s'uy +--- + sfup = v. Odtud
rluy+ - Fu = sty + -+ sFug,
coz snadno upravime na
(r' —sYug 4+ (F = sy = 0.
7Z linearni nezavislosti plyne, zZe vSechny koeficienty této linearni kombinace jsou nulové,
tedy r' —s' =0, ..., ¥ — s =0. Obé k-tice jsou tedy totozné a tvrzeni plati.
Vétu lze zformulovat i takto: rovnice rluj +---+r*u = v (kde r',... /% jsou nezndmé)
ma nejvyse jedno feseni.
V definici linearni nezévislosti jsme to pozadovali jen pro v=0.

Linedrnim obalem mnoziny K C U rozumime mnozinu vsech linedrnich kombinaci vSech
n-tic vektoru z K pro vSechna pfirozend ¢isla n. Linedrni obal mnoziny K zna¢ime (K).

Pokud je mnozina K kone¢nd, K = {ui,...,u;}, znacime jej také (uy,...,u;). Rikdme, Ze
mnozina K generuje vektorovy prostor U, pokud (K) =U.
Pokud mnozina {uy,...,u;} generuje vektorovy prostor U, mé pro libovolné v € U rov-

nice r'uj +--- +rfup = v vidy alesporti jedno feseni. (To neni zadny hluboky poznatek, jen
preformulovani definice.)

Véta 2.3. Pro libovolnou mnozZinu K C U plati ((K)) = (K).
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Drikaz. Jak vime, zdkladni zpiisob dikazu rovnosti dvou mnozin je dokazat, ze kazda
z mnozin je podmnozinou té druhé. Inkluze (K) C ((K)) je jednoduchd a plyne z tlohy 2.5.

Dokazeme, ze ((K)) C (K). Udélame to tak, ze ukazeme, ze kazdy prvek w € ((K)) je
prvkem mnoziny (K). Jelikoz w je prvkem linedrniho obalu mnoziny (K), existuji vektory

vi,...,v € (K) a cisla s',... s tak, Ze
w=sv+---+shv. (2.1)

Kazdy z vektor v; je ovsem linedrni kombinaci néjakych vektort z K: v; = rl-1 Ui+ +
rf."'u,"ki =v;, kde u;1,...,uix, € K. Dosazenim do (2.1) zjistime, ze vektor w je linedrni kom-
binaci vektori z K, a tedy je prvkem mnoziny (K).

2.2 Podprostor a soucin

Méjme neprazdnou podmnozinu V vektorového prostoru U spliujici (V) = V. Jinymi slovy,
pro libovolné k € {1,2,...}, libovolnych k vektorii vy, ..., v €V alibovolnych k ¢isel 7!, ...,k €
R vzdy plati r'vi +--- 4+ *v € V. Diky této vlastnosti lze na mnoziné V zavést struk-
turu vektorového prostoru zuzZenim scitani vektortt a nasobeni skalarem na V. Mnozinu
V vizdy uvazujeme s touto strukturou a nazyvame vektorovym podprostorem vektorového
prostoru U.

Kazda z néasledujicich dvou podminek je ekvivalentni podmince pro to, aby V byl vek-
torovy podprostor U:

1. Pro kazdé dva vektory vi,vs € V a &isla !, r? plati rlvi +r2v, € V.

2. Pro kazdé dva vektory vi,vo € V plati vi +v, € V a pro kazdy vektor v €V a ¢islo r
plati rve V.

Véta 2.4. Prunik dvou vektorovych podprostori vektorového prostoru U je opét vektorovy
podprostor U.

Dikaz. Cviceni.

Priklad 2.1. Kazdy vektorovy podprostor daného vektorového prostoru obsahuje nulovy
vektor. Pokud neobsahuje zadny jiny vektor, je to vektorovy podprostor a nazyva se nulovy
vektorovy podprostor.

Priklad 2.2. Charakteristika vSech vektorovych podprostorii vektorového prostoru R2.

Jsou-li U a V vektorové prostory, lze na mnoziné U x V (kartézsky sou¢in mnozin U a

V) zavést strukturu vektorového prostoru tak, ze se séitani vektori a ndsobeni skaldrem
definuje takto:

(ur,v1) + (u2,v2) = (w1 +uz,v1 +v2), (2.2)

r-(u,v) = (ru,rv)
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pro libovolné vektory uy,uy,u € U, vi,v,v €V a ¢islo ¢ € R. Vektorovy prostor U x V se
nazyva soucin vektorovych prostori U a V.

ULOHY KE KAPITOLE 2

2.1. Ukazte, ze veskeré vypocty v dukazu Véty 2.1 jsou v souladu s definici vektorového prostoru
a tvrzeni z predchozi kapitoly.

2.2. Na obr. 2.1 jsou zndzornény vektory uy, uy, uz (sé¢itdni vektortt a ndsobeni ¢islem jsou dény
geometrickymi konstrukcemi ze stfedni skoly). Vyjddrete kazdy z nich jako linedrni kombinaci ostat-
nich dvou. Vyjadrete vektor v nékolika riznymi zpusoby jako linedrni kombinaci vektora uy, up, us.

(5] v

U1
us

Obrazek 2.1: Obrazek k uloze 2.2

2.3. Je jeden vektor linedrné nezavisly?

2.4. Plati, ze pokud jsou vektory linedrné nezavislé, nelze zadny z nich vyjadrit jako linedrni
kombinaci ostatnich? Proc¢? Plati, Ze pokud jsou linedrné zavislé, lze kazdy z nich vyjadrit jako
linedrni kombinaci ostatnich? Pro¢? Uvedte priklady.

2.5. Dokazte, ze pro kazdou mnozinu K ve vektorovém prostoru plati K C (K).

2.6. Jsou dény nésledujici redlné funkce realné proménné:

filx) =x+1 Hx)=x f3(x) =x, fa(x) = sinx
f50 =135, folx) =0, f0) =1, A =2,

Zjistéte, grafy kterych z nich jsou vektorovymi podprostory R?. (Graf funkce f: R — R je mnozina
usporadanych dvojic prvki R a jejich obrazi. Nékdy se graf funkee ztotoziiuje se samotnou funkef.)
Udélejte to primo pomoci definice vektorového podprostoru, tedy bez pouziti vysledku Prikladu
2.2.

2.7. Jsou vSechny vektorové podprostory R? grafem néjaké funkce z R do R?
2.8. Charakterizujte vSechny vektorové podprostory v R3.

2.9. Ovéite, ze vztahy (2.2) a (2.3) opravdu definuji na mnoziné U x V strukturu vektorového
prostoru.



Kapitola 3

Matice

Na prednasce jsem definoval matice a operace s nimi. V souvislosti s ndsobenim matic jsem
zavedl i pojem inverzni matice.

13






Kapitola 4

Baze vektorovych prostoru

4.1 Baze, dimenze a souradnice

Usporadanou m-tici & = (uy,...,uy) vektoru vektorového prostoru U nazyvame jeho bdze
(cely pojem je tedy bdze vektorového prostoru), pokud jsou vektory uy,...,u, linedrné
nezavislé a pokud mnozina {uy,...,u,} generuje vektorovy prostor U.
Priklad 4.1. m-tice & = (uy,...,u,) vektora v aritmetickém vektorovém prostoru R™, kde
1 0
1 0
uy = . 9 Uy = . 9 e 7um =
0 0 1

je baze vektorového prostoru R™ zvand kanonickd bdze.

Scitani vektort a nasobeni skalarem lze pocitat pomoci souradnic. Pro libovolné dva
vektory v,w € U a ¢islo r totiz plati:

(V+w)a =va +Wa, (4.1)
() =r(va), (4.2)

kde na pravé strané s¢itdme a nasobime cislem m-tici ¢isel.
Nasledujici Véta 4.1 prinasi poznatek, ktery je hluboky:

Véta 4.1. Vsechny bdze vektorového prostoru U maji stejnij pocet proki.

Tuto vétu lze dokazat pomoci nasledujicich tvrzeni. Prvni z nich je variantou zakladni
Steinitzovy véty o vymene:

15
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Véta 4.2. Méjme konecnou mnozinu vektori K ={uy,...,ux} CU a nenulovy vektorv € (K).
Pak existuje cislo i € {1,...,k} takové, Ze kdyz vektor u; v mnoziné K nahradime vektorem
v, bude vyslednd mnoZina generovat tyz vektorovy podprostor jako mnoZina K. Jinak receno,
pro mnoZinu K = {uy,...,ui_1,v,uir1,...,u} plati (K) = (K).

Drikaz Vety 4.2. Jelikoz vektor v lezi v linedrnim obalu mnoziny K, je néjakou linedrni
kombinaci vektoru uy,...,u;. Je tedy

v=rlug +--+rfu (4.3)

pro néjaka céisla r',... /. Nékteré z téchto Gisel je uréité nenulové, protoze vektor v je
nenulovy.

Oznacme i jeden z indext, pro které je ' # 0. Pak (jak se miZete presvédcit tipravou
vztahu (4.3))

1 . .
u; = ;(—rlul — ey — = ). (4.4)

Pomoci vztaht (4.3) a (4.4) uz muzeme dokazat tvrzeni véty. Pokud je vektor w linedrni

kombinaci vektoru uy,...,u;, pak dosazenim za u; podle (4.4) ho vyjadiime jako linedrni
kombinaci vektort uy,...,u;—1,v,uix1,...,ur. Naopak, pokud je vektor linedrni kombinaci
vektort uy, ..., uj—1,V,Uis1,...,ug, vyjadiime ho dosazenim z (4.3) jako linearni kombinaci

vektort uy, ..., u;. Takze (K) = (K).

Véta 4.3. Je-li v predchozi vétée L C K takovd mnozZina, Ze v & (L), pak ¢islo i lze vybrat
tak, Ze u; ¢ L.

Dikaz. Jelikoz v neni linedrni kombinaci vektori z L, musi byt na pravé strané (4.3) alespon
jeden vektor s nenulovym koeficientem, ktery nelezi v L. To bude nas vektor u;.

V nésledujici vété znadi |K| a |L| poet prvka mnoziny K a pocéet prvki mnoziny L.

Véta 4.4. Jestlize LC U je linedrné nezavisla mnozina s I proky (tedy |L| =1) a K CU
konecnd mnozina generujici U, pak existuje | prokid z K, které kdyz nahradime vSemi proky
z L, pak novd mnoZzina bude stdle generovat U.

Drikaz. Pomoci Véty 4.2 postupné nahradime nékteré vektory mnoziny K vsemi vektory
mnoziny L. Diky Vété 4.3 to mizeme udélat tak, ze vzdy nahradime vektor pivodni mno-
ziny K, nikdy ne uz pridany vektor mnoziny L. T

Z tohoto tvrzeni samoziejmé plyne, ze |L| <|K]|.

Druikaz Veéty 4.1. Jestlize K a L jsou dvé mnoziny vektort tvoricich bazi, pak podle Véty
4.4 plati |L| <|K| a také |K| <|L|.
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Pocet prvki baze vektorového prostoru se nazyva jeho dimenzi.

Vektorovy prostor U nemusi mit zadnou bézi, a tedy ani dimenzi. O takovych vektoro-
vych prostorech rikame, zZe maji nekone¢nou dimenzi. I takové vektorové prostory se nékdy
v praxi hodi (v informatice napf. v poéitacové grafice).

O dimenzi vektorového prostoru U se da Tici, ze to je nejvétsi mozny pocet linearné
nezavislych vektori v U. U prostori s nekonecnou dimenzi baze neexistuje proto, ze lze
nalézt libovolny konecny pocet vektort, které jsou linearné nezavislé. Proto nejvétsi takovy
pocet neexistuje. Dimenze U se da také charakterizovat jeko nejmensi mozny pocet vektoru
generujicich U. Obé tvrzeni si dokazete jako cviceni.

Je-li @ = (uy,...,un) baze vektorového prostoru U, pak rovnice rluj +---+r"u, =v ma
pravé jedno teseni (r!,..., 7). Cisla r!,..., 7" obvykle zna¢ime (poradé) v, ...,v", piipadné
jen vl ... v (pokud je baze, ve které vektor v vyjadiujeme, ziejm4 z kontextu). Celou m-
tici (vl,...,V") znacime vy a nazyvame souradnicemi vektoru v v bdzi o. V pifpadé, 7e
nesetiime mistem, ji piSeme do sloupce:

m-ticim c¢isel jsme bézné zvykli fikat vektory a mluvit napf. o ndsobeni matice vektorem.
Jak vime, ve skutecnosti se o vektory opravdu jedn4, a to konkrétné o vektory z vektorového
prostoru R™. Nesmime ale zapominat, ze nejde o jediny mozny typ vektort.

4.2 Baze podprostora

Jak vime, vektorovy podprostor V C U je sam vektorovym prostorem. Muzeme se tedy
bavit i o jeho bazi a dimenzi. Co se o nich da fici, ukazuji nasledujici tvrzeni.

Véta 4.5. Je-li dimU =m a V C U je vektorovy podprostor, pak V- md bdzi a dimV < m.

Diikaz. Je-li (vi,...,v;) linedrné nezavisla I-tice vektoru z V, pak podle Véty 4.4 je I <m

(staci vzit K jako mnozinu vsech vektoru néjaké baze prostoru U a L= {vy,...,v;}). Proto

existuje nejvetsi mozny pocet linedarné nezavislych vektori v V, a tedy baze a dimenze.
Nerovnost plyne z toho, co je napsano na zacatku diukazu.

Véta 4.6. Je-li dimU =m a V C U je vektorovy podprostor dimenze n, pak existuje bize
U, jejichz prvnich n vektori tvori bazi V.

Drikaz. Plyne ptimo z Véty 4.4.
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4.3 Matice prechodu

Je-li & = (iy,...,i4,) druhd baze vektorového prostoru U, muzeme kazdy vektor baze o
vyjadrit v této druhé bazi a ze souradnic vytvorit ¢tvercovou matici:

(ul)éc (”2)§c (um)é,
Mo = (ul:)a (uzz)a (unj)a ‘ (46)
(u)g (w)g - (un)y

Jak 1ze snadno ovérit pomoci (4.1) a (4.2), pro kazdy vektor v plati
Va = M@a Vo (47)

Matici Mg o tedy mizeme pouzit k vypoctu souradnic vektoru v v bézi & z jeho sou-
fadnic v bazi o. Matice Mg o se nazyva matice prechodu od bize a k bdzi &.
Pro matice prechodu také plati
Ma,a ‘Ma,a = EWH (4-8)
Mﬁc,a/ 'M(x’,oc = Md,a; (4-9)
kde o, o' a @ jsou libovolné baze a E,, je jednotkova matice.

Vztah (4.8) 1ikd, ze matice My g je inverzni k matici Mg (a naopak). Vztah (4.9)
umoznuje podstatné zjednoduseni nékterych vypocti, jak jesté uvidime v dalsim textu.

ULOHY KE KAPITOLE 4
4.1. Ovéite rovnice (4.1) a (4.2).

4.2. Dokazte tvrzeni z textu: dimenze vektorového prostoru U je nejvétsi mozny pocet linedrné
nezavislych vektort v U a nejmensi mozny pocet vektoru generujicich U.

4.3. Na obr. 4.1 jsou znazornény vektory uj, up, uz a v v dvojrozmérném vektorovém prostoru
U. Odhadnéte z obrdzku soufadnice vektoru v vzhledem k bazim a; = (u1,u2), 0 = (up,u3) a
o3 = (u3,u).

4.4. Je dvojice (u3,v) z obr. 4.1 baze? Odhadnéte to z obrizku a pak ovéite vypocétem pomoci
souradnicového vyjadreni téchto vektort v jedné z bazi oy, op, az (nebo ve vice).

4.5. Najdéte bazi B = (wy,wr) vektorového prostoru z tlohy 4.3 tak, aby

)
L (m)p=(1,1) a (u2)p = (1,—1),
2. (ur)p=(1,1) a (u2)p = (3,-3),
3. (u1)p = (128, g155) a (u2)p = (256, 1957)-
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Obréazek 4.1: Obrazek k tloze 4.3

Vektory w; a wy vyjadiete pomoci jedné z bazi oy, op, 0z. Vysledek nejprve zkuste odhadnout
7z obrézku (pokud to lze), pak ho ovéite vypoctem. Pokud to lze, nadrtnéte bazi do obrazku.

4.6. Vypoctéte

4.7. Jak vypadd matice prfechodu Mg o7

4.8. Napiste vSech Sest moznych netrividlnich matic prechodu mezi bazemi a;, o, o3 z ilohy 4.3 a
zkuste je mezi sebou nasobit.

4.9. Uvedte priklad vektorového prostoru dimenze 1, jehoz prvky jsou usporadané dvojice redlnych
Cisel.

4.10. O polynomech jedné proménné jsme uz hovorili. Ukazte, ze mnozina P vsech polynomi
libovolného stupné (se standardnim séitdnim polynomt a ndsobnim ¢&islem) je vektorovy prostor
nekonecné dimenze.

4.11. Ukazte, ze vektorovy prostor P z predchozi tlohy je vektorovym podprostorem vektorového
prostoru vSech redlnych funkef R — R (polynomy v této tiloze chapeme jako redlné funkce).






Kapitola 5

Linearni zobrazeni

K pochopeni pojmu linearniho zobrazeni potrebujeme nejprve chapat obecny pojem zobra-
zeni. Pokud budete mit s touto kapitolou problémy, mohlo by pomoci zopakovat si zdklady
zobrazeni z prvniho semestru.

5.1 Definice a priklady

Zobrazeni f: U — V vektorovych prostoru U a V se nazyva linedrni (nékdy téz homomor-
fismus vektorovych prostori), jestlize pro kazdé vektory uj,uz,u € U a &islo r plati

[l +uz) = f(ur) + f(u2), (5.1)
flru) =rf(u). 5.2

Podminky (5.1) a (5.2) jsou ekvivalentni podmince
Frluy +r?un) = r' f(uy) + 7 f (up) (5.3)

(pro kazdé uj,uy €U, r',r*> €R).

Je-li linearni zobrazeni prosté, nazyva se také monomorphismus. Surjektivnimu lineér-
nimu zobrazeni se také rika epimorfismus.

Z definice linearniho zobrazeni ihned plyne, ze f(0) =0 (tj. obraz nulového vektoru v U
je nulovy vektor ve V). To lze dokédzat riznymi zpusoby, muzeme zkusit napiiklad tento:

f(0) = f(0-0) = f(0) - f(0) = 0.

Je-li o = (uy,...,uy) baze vektorového prostoru U, plati pro kazdy vektor u € U (s po-
uzitim (5.3)):

f(u) = fluguy + -+ uguy) = ug f(ur) + -+ f ().

21
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Hodnota zobrazeni f ve vektoru u tedy zavisi jen na jeho hodnotach v prvcich baze o
a na soutradnicich vektoru u v bazi a. Linearni zobrazeni f je tedy jednoznac¢né urceno
hodnotami f(uy),...,f(un) € V. Tento poznatek je dulezity sdm o sobé. Soucasné také
umoznuje zavést pojem matice linearniho zobrazeni, o kterém budeme mluvit pozdéji.

Priklad 5.1 (Identita). Uvazme identické zobrazeni (identitu) Idy na vektorovém prostoru
U, tedy zobrazeni Idy: U — U, které kazdému vektoru u € U pritazuje tyz vektor u. Jinymi
slovy, zobrazeni je ddno predpisem

Idy (u) = u. (5.4)

Ukazeme, ze zobrazeni je linearni. Udélame to tak, ze dokizeme, Ze zobrazeni spliuje
podminku (5.3). V dikazu pfitom tfikrat pouzijeme vlastnost (5.4).
Leva strana (5.3) se pro nase zobrazeni upravi takto:

Idy (rluy 4 r*uy) = rluy + rus,
prava:
rdy (u1) + Pldyus = rluy + rPus.
Leva a prava strana se tedy rovnaji a dikaz je proveden

Priklad 5.2 (Konstanta). Konstantni zobrazeni (konstanta) dvou vektorovych prostori
U aV je zobrazeni f: U — V, které kazdému vektoru vektorového prostoru U pritazuje tyz
vektor z V. Jinymi slovy, existuje vektor vg € V takovy, ze pro kazdy vektor u € U plati
f(u) =vo (vsimnéte si, ze podminka obsahuje kvantifikitor ezistuje a po ném kvantifikator
pro kazdy).

Pokusime se zjistit, zda, pripadné za jakych okolnosti, je konstantni zobrazeni linearni.
Odpovéd na to je ve skutec¢nosti snadné, protoze uz vime, ze pro kazdé linedrni zobrazeni
f se nulovy vektor zobrazi na nulovy vektor, neboli f(0) = 0. Jelikoz pro nase zobrazeni f
plati f(0) =vp, musi byt vo = 0. Budeme ale predstirat, ze tato skuteénost ndm neni zndma
a podivame se na nasi konstantu od zacatku.

V pripadé, ze f je linearni, musi pro libovolny vektor u € U platit

vo=f(utu)= f(u)+ f(u) =vo+vo,
neboli

Vo = Vo +Vvg.
Pri¢tenim —vy k obéma stranam dostaneme

OZVO.
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Dospéli jsme tedy znovu ke stejnému vysledku: aby zobrazeni f bylo linearni, musi byt
vo = 0.

To ale jesté neni konec, protoze pro tuto moznost jesté nevime, zda zobrazeni je linearni,
nebo ne. Abychom to zjistili, ovérime platnost podminky (5.3) (za predpokladu vy = 0).
Leva strana:

f(rluy +r*up) =0,
pravé strana:
1 2p.0 1 2.0 _
rlfu)+r° fuy=r"-0+r>-0=0+0=0.

Leva a prava strana se tedy rovnaji a mame uplnou odpovéd: ze vsech konstantnich zob-
razeni f:U — V je linedrni jediné nulové. Neboli: konstantni zobrazeni f: U — V dané
predpisem f(u) = vy pro pevné vy je linedrni pravé kdyz vy = 0.

Priklad 5.3 (S¢itani vektort). S¢éitani vektort vektorového prostoru U je zobrazeni, které
dvojici vektori u,v € U pritadi tfeti vektor prostoru U znaceny u+v. Je to tedy zobrazeni
z mnoziny U X U do mnoziny U. Vime ze druhé kapitoly, ze mnozinu U x U mizeme opét
chapat jako vektorovy prostor. Zobrazeni f: U x U — U, které dvojici vektort pritadi jejich
soucet, je tedy zobrazeni vektorovych prostor a mizeme se ptat, zda je linearni.

Jesté si ujasnime znaceni. Prvky prostoru U x U jsou dvojice vektorii z U, tedy napiiklad
(u,v), kde u i v jsou vektory z U. Obraz takové dvojice pti zobrazeni f je soucet jejich slozek,
tedy

flu,v) =u+w. (5.5)

Formalista by nds upozornil, ze vlevo by se mélo psat f((u,v)), protoze obraz prvku x pii
zobrazeni f je f(x) a v nasem pripadé x = (u,v). My si ale jedny zévorky odpustime a ani
nas to nepoplete. A druhd poznamka: moznd bychom méli ale byt duslednéjsi a dvojici

(u,v) psat do sloupce:
f (ﬁ) = utv. (5.6)

Pri zjistovani, zda je f linedrni, pouzijeme pro zménu piimo definici linedrniho zob-
razeni, tedy podminky (5.1) a (5.2). Podminka (5.1) fik4, ze soucet dvou vektori se ma
zobrazit na soucet jejich obrazl. Nase dva vektory jsou ovSsem dvé dvojice vektoril, ozna-
¢ime si je tfeba (u1,vi) a (u,v2). Jejich soucet (jakozto soucet ve vektorovém prostoru
U x U!) je dvojice (u; +up,vi +v2) — to plyne primo z definice souc¢inu vektorovych pro-
stort, konkrétné ze vztahu (2.2).
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Podminka (5.1) vypada v nasem ptipadé takto:

()=o) = () o)

Takze zacneme psat levou stranu podminky pro nase dvé dvojice a pokusime se dobrat
k pravé strané:

() () o) e

= +vi)+(ua+v) =f (ﬁ:) +f (”Z) .

Tak se ndm to povedlo. Pouzili jsme postupné vztah (2.2), definici zobrazeni f (5.6), aso-
ciativitu a komutativitu sc¢itani vektorti a nakonec opét definici zobrazeni f.
Ted jesté dokézat podminku (5.2). Udélam to uz jen strucné:

flr: (3) :f<;‘bj> :ru+rv:r(u+v):r-f<l:>

(uz sami si najdéte vztahy, které jsem tady pouzil).
Dokazali jsme tedy, ze s¢itani vektoru je linedrni zobrazeni.

Bijektivni linedrni zobrazeni f:U — V se nazyva izomorfismus vektorovych prostori.
Snadno se ukéze, Ze inverzni zobrazeni f~! je také linedrni, a tedy izomorfismus: pro vektory
vi,va €V a &sla r!,r* €R je

FH ) = (PG ) + R ()
= (f (rlf‘l(V1)+r2f_1(Vz))>
= ) P ).
(Pro lepsi pochopeni odvozeni je mozné si oznacit f~'(v) =u; a f~'(v2) = ur a uvédomit
si, ze pak vi = f(u1) a vo = f(up).)
5.2 Obraz a jadro linearniho zobrazeni

Mnozina f(U), tedy obraz mnoziny U pii zobrazeni f se nazyva obraz (image) zobrazeni f.
Znadi se také im f. Pfipomenme, ze f(U) je mnozina vSech vektort z V, které jsou obrazy
vektori z U, tedy f(U) = {v €V |existuje u € U takové, ze v = f(u)}. Strucénéji lze také
napsat f(U) ={f(u) |ueU}.
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Véta 5.1. f(U) je vektorovy podprostor vektorového prostoru V.

Dukaz. Jak vime, staci dokézat, ze pro libovolné dva vektory z f(U) lezi libovolna jejich
linedrn{ kombinace v f(U). Zvolme tedy vi,v, € f(U) a &isla r!, 2. Dokdzeme, Ze r'vi +r?v,
lezi v f(U).

Jelikoz vi,v; € f(U), pak podle definice existuji vektory u;,up € U jejichz obrazy pri zob-
razeni f jsou vektory vi a v;. Zkouman linedrni kombinace mé tedy tvar r! f(uy) +r>f(uz).
Jelikoz f je linedrni zobrazeni, plati r'f(u1) +r*f(u2) = f(r'u; + r*us). Zkoumanou line-
arni kombinaci jsme tedy vyjadrili jako obraz néjakého vektoru z U (konkrétné vektoru
rluy +r?up). Tedy r' f(uy) +r*f(uz) € f(U), coz dokazuje, ze f(U) CV je vektorovy pod-
prostor.

Dimenze vektorového podprostoru f(U) CV se nazyva hodnost linedrniho zobrazeni f.

Mnozina ker f = {u € U | f(u) =0} (tedy vzor mnoziny {0} pri zobrazeni f) se nazyva
jadro linedrniho zobrazeni f.

Véta 5.2. ker f je vektorovy podprostor vektorového prostoru U.
Diikaz. Cviceni.

V nésledujicich prikladech se vratime k prikladim linearnich zobrazeni z minulé pod-
kapitoly a podivame se na jejich jadro a obraz.

Priklad 5.4 (Identita). Jadrem identity Idy je mnozina {0} obsahujici jen nulovy vektor
prostoru U. Kazdy jiny vektor nez nulovy se totiz zobrazi na nenulovy vektor (sebe sama).
Obrazem této identity je samozrejmé cely vektorovy prostor U.

Priklad 5.5 (Nulové zobrazeni). Jadrem nulového konstantniho zobrazeni f: U — V, které
kazdému vektoru z U prifazuje nulovy vektor z V, je celd mnozina U, protoze pro libovolny
vektor u € U plati f(u) =0. Obrazem nulového zobrazeni je mnozina {0}. Na zadny jiny
vektor z V se vektoru z U nezobrazuji.

Priklad 5.6 (Scitani vektori). Co je jadrem a obrazem zobrazeni f:U x U — U daného
predpisem f(u,v) =u+v? Podle definice to m4 byt mnozina vsech vektort (u,v) € U xU
(vektory z U x U jsou dvojice) takovych, ze f(u,v) =0, tedy u+v =0. Je to tedy mnozZina
vsech dvojic (u,—u), kde u € U. Symbolicky: ker f = {(u,—u) e U xU |u e U}.

Obraz zobrazeni f je celd mnozina U, protoze kazdy vektor w € U je souctem néjakych
dvou vektora (napf. w=0+w).

Ted si postupné ukazeme nékolik zakladnich vlastnosti jadra a obrazu linedarniho zob-
razeni f: U — V: jaky vztah maji jejich dimenze a jak souvisi s injektivitou zobrazeni.
A jesté jedna zajimavéa charakteristika prostych linedrnich zobrazeni:
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Véta 5.3. Linedrni zobrazeni f:U — 'V je prosté, prdve kdyzZ existuje vektor v eV tak, Ze
f(u) =v pro prdvé jedno u e U.

Diikaz. Je-li f prosté, pak takovy vektor jisté existuje (napf. v =0). Naopak, predpokla-
dejme existenci vektoru v s pozadovanou vlastnosti a zvolme libovolné u},u) € U takovd,
ze f(uy) = f(uh). Pak f(u+u) —ub) =v+ f(u)) — f(uy) =v a z pfedpokladu u+u) —u) =v,
odkudz plyne, ze u} = u). Zobrazeni f je tedy prosté.

Véta 5.4. Linedrni zobrazeni je prosté, pravé kdyz je jeho jadro rovno {0}.
Drikaz. Plyne ptimo z predchozi véty a definice jadra linearniho zobrazeni.

Véta 5.5. Pro libovolné linedrni zobrazeni f:U —V, kde dimU = m, existuje bize o =
(uy,...,upy) vektorového prostoru U a ¢islo k tak, Ze vektory uy,...,ux tvori bazi prostoru

kerf. (m—k)-tice B = (f(uk+1),---,f(um)) pak je bazi prostoru f(U).

Drikaz. Prvni tvrzeni plyne piimo z Véty 4.6. Dokédzeme druhé tvrzeni.

Vektory uy,...,u; lezi v jadru zobrazeni f, coz presné podle definice jadra znamena, ze
se vSechny zobrazi na nulovy vektor: f(u;) =--- = f(u) =0.

Prostor f(U) je generovany vektory f(uy),..., f(uy). Prvnich k téchto vektoru je ovsem
nulovych, takze prostor f(U) je generovany i vektory f(ugi1),..., f(um). Staci ukdzat, ze
tyto vektory jsou linedrné nezavislé.

Vime, co délat, kdyZz mame ovérit linedrni nezavislost vektort. NapiSseme si takovou
rovnici:

r]<+lf(uk+l)_|_..._|_rmf(um) =0 (5.7)

a pokusime se z ni odvodit, ze &isla 7X*1, ..., jsou vSechna nulova. JelikoZ zobrazeni f je
linedrni, muzeme rovnici prepsat takto (podle (5.3) rozsifeném na vic vektort):

FE N+ 4 "uy) =0. (5.8)

Vidime, ze vektor P lu, | +--- 4 ru,, lezi v jadru linedrniho zobrazeni f. Musi tedy byt
linearni kombinaci vektorii uy, ..., uy, takze pro néjaka ¢isla s',...,s* musi platit

1 1
P e 4 P U = sty 4 -+ R,

neboli

slul-f—-'--l—skuk—rkﬂukﬂ — oo —7"uy, =0.
Vektory uy,...,u, ovsem tvori bazi vektorového prostoru U. Jsou tedy linedrné nezavislé a
vSechna ¢isla s',... s5 #+1 .. " jsou nulova. To jsme potiebovali dokdzat (pfesné feceno,

stacilo ndm to dokazat pro ¢isla FA*1 ... ¥ zbytek je bonus). Vektory f(uxi1),--.,f(tm)
jsou tedy linedrné nezéavislé a tvori tak bazi vektorového prostoru f(U).
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Véta 5.6. Linedrni zobrazeni vektorovych prostoru téze dimenze je injektivni, prave kdyzZ
je surjektivni.

Dikaz. Necht pro vektorové prostory U a V je dimU =dimV =m a f: U — V je linearni
zobrazeni. Zvolme bazi a prostoru U z Véty 5.5. Je-li f injektivni, ma podle Véty 5.4 jeho
jadro nulovou dimenzi. Podle Véty 5.5 tedy vektory f(uj),...,f(uy) tvori bazi prostoru
im f. Jejich pocet je ale roven dimenzi prostoru V, coz znamend, ze imf =V a dokazuje
surjektivitu.

Je-li f surjektivni a k dimenze jeho jadra, je, opét podle Véty 5.5, (m—k)-tice (f(urs1),
.oy f(um)) bazi prostoru V. Musi tedy byt k =0 a z Véty 5.4 plyne injektivita.

Véta 5.7. Pro libovolné linedrni zobrazeni f: U — V, kde U je vektorovy prostor konecné
dimenze, plati dimker f +dimim f = dimU.

Dikaz. Pro ¢islo k z predchozi véty plati dimker f = m, dimim f = m —k (pocet prvku béze
B) a dimU = m, coz je ono.

Véta 5.8. Predpoklidejme, Ze vektorové prostory U,V maji konecnou dimenzi. Pak je-li
linedrni zobrazeni f: U — 'V prosté, pak dimU < dimV, je-li surjektivni, pak dimU > dimV.
Je-li f izomorfismus, je dimU = dimV

Drikaz. Je-li f prosté, pak je podle Véty 5.4 dimker f =0 a podle Véty 5.7 tedy dimim f =
dimU. Prvni ¢ast tedy plyne ze zfejmého faktu, ze dimim f < dimV.

Je-li f surjektivni, je imf =V, a tedy ve Vété 5.7 dimker f +dimV = dimU, z ¢ehoz
hned plyne dokazovana nerovnost.

Treti tvrzeni je kombinaci predchozich dvou.

5.3 Matice linearniho zobrazeni

Kromé béze a = (uj,...,uy) vektorového prostoru U zvolme navic bazi f = (vi,...,v,)
vektorového prostoru V a vyjadieme v ni prvky f(uy),...,f(uy). Dostaneme n-tice
f(”l)}} f(”m);l;
flu); flum)
flun)g = ’ flung=| "7
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Pro souradnicové vyjadieni vektoru f(u) v bazi B plati

flu)p = ug f(ur)p+---+ugf(um)p

flun)) Flun))
A N
=ub | T | el .
fl)y F )
To 1ze napsat jako soucin jisté matice s vektorem ug:
Flu)g =My, -ug, (5.9)
kde matice Mﬁﬂ je déna takto:
Fl fu)h - S}
P IO L T
Mﬁﬂ = : : . : . (5.10)

Fan)y f)y o Sl

Matice obsahuje ve sloupcich souradnice obrazi vektort baze a v bazi B. Jmenuje se matice
linedrniho zobrazeni f vzhledem k bazim o a fB.

Jak vidime z (5.10), matice M[J; o S€ zkonstruuje tak, Ze se do sloupct napisi souradnicova
vyjadreni obrazi vektoru baze o v bézi B. To je dobré si zapamatovat, protoze je to
prakticky zpusob, jak matici linedrniho zobrazeni sestavit.

Uzite¢nost matice linedrniho zobrazeni vyplyva ze vztahu (5.9). Ten ukazuje, ze zndme-
li matici linedrniho zobrazeni vzhledem k bazim o a 3, 1ze s jeji pomoci vypocéitat souradnice
(v bazi B) obrazu libovolného vektoru, zndme-li jeho soufadnice v bazi o.

Megjme tieti vektorovy prostor W a jeho bazi y a linedrni zobrazeni g: V — W. Z asoci-
ativity nasobeni matic lze snadno odvotit nésledujici stézejni vzorec:

My = MS MY . (5.11)

Linedrni zobrazeni f: U — U se nazyva linedrni transformace vektorového prostoru U.
Pro bazi o prostoru U znacime matici M]OPW jednoduse Mé a rikame ji matice linedrni
transformace f vzhledem k bdzi o.

Matice prechodu mezi dvéma béazemi je specialnim piipadem matice linedrniho zobra-
zeni. Podrobnosti najdete v tloze 5.16.
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ULOHY KE KAPITOLE 5

5.1. Ukazte, ze podminky (5.1) a (5.2) jsou opravdu ekvivalentni podmince (5.3).
5.2. Zjistete podle definice, které z funkei z tlohy 2.6 jsou linearnimi zobrazenimi.
5.3. Charakterizujte vsechna linedarni zobrazeni z R do R.

5.4. Dokazte, ze jadro linearniho zobrazeni je vektorovy podprostror.

5.5. Dokazte, Ze jestlize (uy,...,u,) je baze vektorového prostoru U, pak vektory f(uy),...,f(um)
generuji vektorovy prostor f(U).

5.6. Méjme linearni zobrazeni f: U —V a g:V — W a uvazme slozené linearni zobrazeni go f: U — W
(je ddno predpisem (go f)(u) = g(f(u))). Dokazte, ze ker(go f) D ker f a im(go f) Cimg.

5.7. Predpokladejme, ze vektorové prostory U a V maji stejnou dimenzi a linedrni zobrazeni f:
U—V ag:V—U jsou takovd, ze slozené zobrazeni go f: U — U je identita. Dokazte, ze i slozené
zobrazeni fog:V — V je identita.

5.8. Na protiprikladé ukazte, ze pokud dimU # dimV, pak tvrzeni z predchoziho prikladu neplati.

5.9. Dokazte, ze libovolny nasobek linearnitho zobrazeni f: U — V je linearni zobrazeni. Dokazte, ze
soucet libovolnych dvou linedrnich zobrazeni fi, fo: U — V je linedrni zobrazeni. (Ndsobek zobrazen{
f cislem r je zobrazeni znacené rf a definované predpisem (rf)(u) =r- f(u). Soucet zobrazeni fi, f>
je zobrazeni znasené fi + f» a definované predpisem (fi + f2)(u) = fi(u) + f2(u).)

5.10. Je dano zobrazeni f: R x U — U, které dvojici ¢isla r € R a vektoru u € U priradi nasobek
vektoru u ¢islem r. Je tedy ddno predpisem f(r,u) = ru. Je to linedrni zobrazeni?

5.11. Pro zadané ¢islo r € R definujme zobrazeni f,: U — U predpisem f,(u) = ru. Je toto zobrazeni
linedrni?

5.12. Méjme zobrazeni d: P, — P,, které kazdému polynomu priradi jeho derivaci. Ukazte, Ze d je
linearni zobrazen{ a najdéte jeho jadro a obraz. Zkonstruujte jeho matici vzhledem k néjaké bazi
prostoru Pj,.

5.13. Pro nasledujici zobrazeni z R> do R? dokazte, Ze jsou linedrni, a najdéte jejich matici vzhledem
ke kanonické bazi:

- otoceni kolem pocatku o pravy dhel (proti sméru hodinovych rucicek),
- otoceni kolem pocatku o libovolny thel «,

- stredova soumérnost se stfedem v pocatku,

- osova soumeérnost kolem osy prvniho a tretiho kvadrantu,

- zobrazeni, které dvojici (x,y) prifadi dvojici (0,y).

5.14. Linedrn{ zobrazeni zobrazi{ vektor o soufadnicich (1,2,—1) na &islo 1 a vektor o soufadnicich
(2,—4,0) na cislo —2. Na jaké ¢islo zobrazi vektor o souradnicich (0,4,—1)7 A vektor o souradnicich
(2,0,2)?
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5.15. Pro funkce z tlohy 2.6, které jsou linedrnimi zobrazenimi, napiste jejich matice vzhledem
k bazi o = (1).

5.16. Dokazte, Ze pro baze a a 8 vektorového prostoru U plati Mg o = Mi;‘(;, kde idy je identické
zobrazeni prostoru U, tedy zobrazen{ dané predpisem idy (u) = u.

5.17. Vratme se k tloze 4.3 a uvazujme linedrni zobrazeni f: U — R takové, ze f(u;)=1a f(u3) = 1.
Napiste matice Mg,a’ kde o jsou postupné biaze o, o a a3 (tj. o = (u1,u2), o = (up,us) a

o3 = (u3,u1)) a B je baze R tvofend vektorem —1. Cemu se rovna f(v)? Ovéfte na nalezenych
maticich. Abyste méli obrdazek po ruce zopakuji ho tady.

U9 v

Uy
us

Obrazek 5.1: Obrazek k tloze 4.3 znovu

5.18. Podobné jako v predchozim piikladé napiste vSechny matice M{;q B kde f: R — U je linedrni

zobrazeni takové, ze f(1) =v a baze a a B jsou stejné jako v predchozim piikladé. Cemu se rovna
f(2)? Ovéfte na nalezenych maticich.

5.19. Navazme jesté jednou na tlohu 4.3 a uvazme linedrni zobrazeni f: U — U takové, ze f(u;) = up
a f(uz) = uz. Najdéte matice zobrazeni f vzhledem ke vSem moznym dvojicim bazi ap, o a 3.
Cemu se rovné f(v)? Odhadnéte a pak ovéfte na nalezenych maticich.



Kapitola 6

Hodnost matice

Uvazujme matici M o m sloupcich a n radcich. Jeji sloupce jsou vektory v R”, fadky vektory
v R™. Soucin matice s vektorem u € R™, tedy M -u je vektor v R". Zobrazeni f¥:R™ — R"
dané predpisem

Mu)=M-u (6.1)

je linearni zobrazeni a matice M je jeho matici vzhledem ke kanonickym bazim v R™ a R”".

Kazd4 hodnota f™(u) je podle uvedeného vzorecku linedrni kombinaci sloupcii matice
s koeficienty danymi slozkami vektoru u. VSsechny mozné takové linearni kombinace tedy
tvoii obraz linedrniho zobrazeni f, neboli mnozinu im f¥. Jde, jak vime, o vektorovy
podprostor vektorového prostoru R”, a to o podprostor generovany sloupci matice. Jeho
dimenze se nazyva hodnost matice M a znaci rank M.

D& se také rici, ze hodnost matice M je maximalni pocet jejich linedrné nezavislych
sloupcu. (Prosté ze sloupct matice postupné odebirdme sloupce, které jsou linearni kom-
binaci ostatnich, dokud to jde. Zbytek je baze podprostoru generovaného sloupci a pocet
sloupcti v ni je tedy jeho dimenze.)

Véta 6.1. Pro matice M a N, pro které existuje soucin M-N plati rank(M - N) < rankM a
rank(M - N) < rankN.

Hodnost matice M je také rovna dimenzi vektorového podprostoru prostoru R™ gene-
rovaného radky matice. To Fika nasledujici tvrzeni:

Véta 6.2. Hodnost matice M je rovna hodnosti matice M.

Diikaz. Uvazme vektor u € R™ takovy, ze M -u =0 — vektor lezi v jadru linedrniho zobrazeni

M. Pak samoziejmé i (M -M)-u = 0. Vektor tedy lezi i v jadru zobrazeni fMTM.
Naopak, jestlize M' -M-u =0, pak u' -M" -M-u =0, coz je ekvivalentni s (M -u)" -

(M-u) =0. K tomu ale muze dojit jediné, kdyz M -u =0 (predstavte si to). Celkové tedy
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M-u=0 pravé kdyz (M -M)-u = 0. Jadro zobrazeni fM je rovno jadru zobrazeni fMTM.
(Tady je dobré nakreslit si vhodny obrézek.)

Necht dimenze jadra zobrazeni f™ je rovna k. Pak podle Véty 5.7 je dimim f¥ =m —k
a také dimim fM'M = m — k. Z druhého vztahu plyne dimim f¥' > m—k, a tedy (Véta 6.1)
dimim ™ < dimim f™ .

Pokud matice M a M" vyménime (to lze, protoze (M")" = M), dostaneme opacnou
nerovnost dimim fMT < dimim f¥, takze dimim f = dimim fMT, coz znamend, ze hodnosti
matic M a MT jsou shodné.

Maximélni mozné hodnost matice M je tedy rovna min(m,n).
6.1 Vypocet hodnosti matice
Viz cviceni.

ULOHY KE KAPITOLE 6
Ulohy budou postupné doplnény.

6.1. Dokazte Vétu 6.1. Pomize vam vysledek Ulohy 5.6.



Kapitola 7

Determinant

7.1 Permutace

Prectéte si v materiadlech, které jsem vam zverejnil.

7.2 Determinant

Prectéte si v materidlech, které jsem vam zverejnil.
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Kapitola 8

Inverzni matice

Me¢éjme ¢tvercovou matici M typu m X m. Inverzni matici matice M nazyvame matici N
takovou, ze

N-M=E (8.1)

(jednotkové matice). Inverzni matici k matici M zna¢ime M.
Chépeme-li matici M jako matici linedrnfho zobrazeni fM:R™ — R™ z kapitoly 6, tedy
zobrazeni

pak podle (5.11) pro kazdé u € R™ plati
MN(Mu)=N-M-u=E-u=u.

Slozené zobrazeni fN o fM je tedy identita.
Podle Ulohy 5.7 je i obracena kompozice zobrazeni fV a f™ identita, tedy

M) =v
pro kazdé v € R™. Odtud plyne
Véta 8.1. Pokud ctvercové matice M a N splnuji 8.1, pak i
M-N=E. (8.2)
Véta 8.2. Inverzni matice M~ existuje, prdvé kdyZ md matice M maximdlni hodnost.

Diikaz. Existuje-li matice M—!, pak zobrazeni fol je inverzni k zobrazeni fY. Je tedy
surjektivni, coz presné znamenad, ze matice M mé maximalni hodnost.

M4-li M maximélni hodnost, je zobrazeni f¥ surjektivni. Podle Véty 5.6 je i injektivni,
a tedy izomorfismus. Matice zobrazeni (fM)~! je inverzni matici matice M.
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Disledkem tohoto poznatku a vztahu mezi determinantem a hodnosti je
Véta 8.3. Inverzni matice M~ existuje, prdvé kdyz detM # 0.

Matice s nenulovym determinantem se nazyva reguldrni, matice s nulovym singuldrni.
Na cviceni si ukazete jednoduchy zptisob, jak k dané ¢tvercové matici inverzni matici
najit.
Obecné lze pouzit také vzorecek
_1_ adjA
 detA’

kde adjA je adjungovand matice matice A, coz je transponovana matice algebraickych do-
plnki prvka matice A.



Kapitola 9

Orientace vektorovych prostoru

Méjme dvé baze o a B vektorového prostoru U dimenze m. Matice piechodu Mg, ma
inverzi (kterou je matice My g). Je tedy detMg o # 0.
Rekneme, ze baze o a B jsou souhlasné orientované, jestlize detMpg o > 0.

Véta 9.1. Relace ,,bijti souhlasné orientované® je ekvivalence na mmnozineé vsech bazi vek-
torového prostoru M. Prislusny rozklad md pro m > 0 prdve dvé tridy.

Diikaz. Reflexivita: Baze o je souhlasné orientovand sama se sebou, protoze matice My ¢
je jednotkova a tedy detMgy o =1 > 0.
Symetrie: Pokud detMg o > 0, pak

1

detM, g = det(M[m‘)*l — W
o

>0

(determinant inverzni matice je roven prevracené hodnoté determinantu puvodni matice).
Tranzitivita: Predpokladejme, ze detMp o, >0 a detMy g > 0. Jelikoz determinant soucinu
dvou matic je roven soucinu jejich determinantt, dostavame

detM%a = det(M%ﬁ -MB,a) = detM%[; .detMﬁya > 0.

Na zévér dokdzeme tvrzeni o poctu tiid rozkladu. Zacneme volbou dvou bazi a a f8
vektorového prostoru V (pro m =0 dvé ruzné béze nenajdeme), které nejsou souhlasné
orientované (takové dvé baze vzdy existuji. Proc?). Plati Mg, < 0. Pro libovolnou tieti
béazi y plati

My.q =Myp-Mp o

Determinanty detMy o a detMy g tedy maji opacnd znaménka. Jeden z nich je tedy kladny,
z Cehoz plyne, Ze baze ¥ je souhlasné orientovand s @ nebo f.
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Tridy ekvivalence z predchozi véty se nazyvaji orientace vektorového prostoru U. Kazdy
vektorovy prostor dimenze alespon 1 mé tedy pravé dvé orientace. Dvé ruzné orientace se
také nazyvaji opacné. Kazda béaze vektorového prostoru urcuje pravé jednu jeho orientaci
(tu, do které patii). Pokud je na vektorovém prostoru zadana orientace, hovorime o ori-
entovaném vektorovém prostoru. Béaze, které do této orientace patii, se nazyvaji kladne
orientované. Ostatni jsou zdporné orientované.

Izomorfismus f: U — V orientovanych vektorovych prostort se nazyvé orientovany,

jestlize prevadi kladné orientované baze na kladné orientované béaze, neboli: je-li (uy, ..., uy)
kladné orientovana béze prostoru U, je (f(u1),..., f(un)) kladné orientovana béze prostoru
V.

Na aritmetickém vektorovém prostoru R™ uvazujeme jako vychozi orientaci danou ka-
nonickou bazi.



Kapitola 10

Soustavy linearnich rovnic

10.1 Zaklady

Soustava n linedrnich rovnic o m nezndmych je soustava rovnic

alx' +ad - rah " = b
ax' +a3x 4+ a " =D

(10.1)
dix' a4 X" = D"
(Nezapomerite, ze horni indexy jsou jen indexy, nikoli mocniny.)
Symboly x!,...,x" oznacuji nezndmé soustavy rovnic. Ostatni symboly v (10.1) znaci
konkrétni ¢fsla: ¢isla a) jsou koeficienty soustavy a b/ pravé strany (i € {1,...,m}, j €

{1,...,n}).

Jsou-li vSechny pravé strany rovny nule, rikame, Ze soustava rovnic je homogenni.
Obecny ptipad je pak nehomogenni soustava linedrnich rovnic.

Reseni soustavy rovnic (10.1) je m-tice ¢isel u = (u',...,u™) takova, Ze kdy% v rovnicich
za kazdou nezndmou x' dosadime hodnotu u!, dostaneme rovnosti.

Obecné vzato, soustava rovnic by mohla mit jedno feseni, mohla by jich mit i vic, a také
by nemusela mit feseni zadné. Vsechny tyto moznosti mohou u soustav linearnich rovnic
nastat s tim, ze pokud je feSeni vice nez jedno, je jich vidy nekone¢né mnoho (neni tézké
najit ptiklady). Proto obecné mluvime o mnoziné reseni soustavy rovnic, kterd tedy muze
byt jednoprvkovéa, nekoneéna nebo prazdna.

Reseni soustavy linedrnich rovnic se vétsinou hleda pomoci ekvivalentnich vprav, které
spocivaji v postupném prevadéni soustavy na jinou soustavu tak, aby se mnozina feSeni
nezmeénila. Jsou to upravy, pro které plati, ze kazdé reseni ptivodni soustavy je i FeSenim
soustavy upravené a ze od upravené soustavy se lze opét pomoci takové Upravy vratit
k soustavé puvodni. Zakladni ekvivalentni Gpravy soustav linearnich rovnic jsou tyto:
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1. Vyména dvou rovnic. Opacna tprava: tatdz vymeéna dvou rovnic.

2. Vynéasobeni jedné rovnice nenulovym ¢islem. Opacnd tprava: vynasobeni rovnice pie-
vracenou hodnotou c¢isla.

3. Pric¢teni k-ndsobku jedné rovnice k druhé. Opacnd tprava: pri¢teni (—k)-ndsobku
prvni rovnice k druhé.

10.2 Maticovy tvar

Kdyz oznac¢ime

al a - a), x! b!
a a - x? b?
M= . . . , U= , Vo= )
al a, ay, x" b"
muzeme soustavu rovnic (10.1) prepsat takto:
M-u=vy. (10.2)

Je to tzv. maticovy tvar soustavy rovnic (10.1). (Jde vlastné o jednu rovnici, ale vektorovou;
na levé i pravé strané rovnice mame vektor.) Davad ndm lépe pochopit, o co v soustavich
rovnic jde. Mame danu matici M a ¢&iselny vektor vy, ktery mé stejné slozek jako matice
M tadku. A hleddme ¢iselny vektor u, ktery spliuje rovnici (10.2). V soustavich linedrnich
rovnic je tedy neznamou vektor. O tomto tématu jesté vice za chvili.

Matici M nazyvame matici soustavy (10.1), vektor vy vektorem pravich stran a vektor
u vektorem neznamych.

Ekvivalentni tipravy soustavy rovnic uvedené pred chvili se tedy daji vyjadiit nasobenim
reguldrni matici. Mame-li regularni ¢tvercovou matici A typu n x n, pak jisté pro kazdy
vektor u splnujici rovnici (10.2) plati i

(A-M)'u:A'VO

(coz by byl maticovy tvar soustavy rovnic po tpraveé). A vzhledem k tomu, Ze matice A je
reguldrni, m4 i inverzi, takze ipravou nové rovnice se mizeme dostat zpét ke staré:

(AVAM) u=(A""-A) v,

takze
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Jak vyjadrit jednoduché radkové tpravy matic ndsobenim jinymi maticemi jsme si uz
ukazovali na diivéjsich prednaskach. Ukazu jen dva jednoduché piiklady.

Vymeénu prvniho a druhého fadku v matici o tfech fadcich realizujeme vynasobenim
matici

S = O
S O =
—_ O O

Pric¢teni dvojnasobku prvniho rfddku ke druhému matici

SN =
S = O
- O O

Obé matice jsou regularni. Jejich inverzni matice realizuji opac¢nou fadkovou tpravu. Tedy
v pripadé prvni matice opét vyménu prvnich dvou fadku (inverzni matice je tedy tatdz),
v pripadé druhé odecteni dvojnasobku prvniho radku od druhého.

Kdyz délame zékladni ekvivalentni tpravy soustavy rovnic (10.1), pracujeme samo-
ziejme i s pravymi stranami. Stejné, kdyz upravujeme matici M v maticovém tvaru (10.2),
musime upravovat i vektor pravych stran (v uvedeném vypoctu nasobime matici A i vek-
tor pravych stran). To si miiZzeme zjednodusit vytvorenim nové matice M, kterd vznikne z
matice M priddnim vektoru pravych stran. Symbolicky:

M= (M| wvo)

Matici M Fikdme rozsirend matice soustavy rovnic (10.1). Rédkové tpravy pak miZeme
délat prosté na ni.

Systematicky se fadkové tipravy matice M délaji tak, Ze ji pfevadime Gaussovou elimi-
nacni metodou na tzv. schodovity tvar. Z néj se pak mnozina feseni soustavy da snadno
zjistit. Podrobnosti o metodé se dozvite na cviceni.

Maticovy tvar nam jesté pomiize k tomuto poznatku: soucin M - u predstavuje linedrni
kombinaci sloupct matice M s koeficienty rovnymi slozkam vektoru u (to uz vime). Aby
soustava méla Teseni, musi byt vektor pravych stran linedrni kombinaci sloupci matice
M. (Jinymi slovy, musi lezet ve vektorovém podprostoru R” generovaném sloupci matice.)
Rozsitena matice soustavy musi mit tedy stejnou hodnost, jako matice M, protoze vektorovy
podprostor generovany sloupci matic M a M musi byt tyZ (a m4 tedy stejnou dimenzi, coZ
je hodnost matice). Dostavdme prvni dulezity teoreticky poznatek o soustavich linedrnich
rovnic:

Véta 10.1 (Frobeniova). Soustava rovnic (10.1) md reseni, prdvé kdyz hodnost matice
soustavy je rovna hodnosti rozsirené matice soustavy.
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Dikaz. Ma-li soustava feseni, znamena to, ze vektor vy je linearni kombinaci sloupcti matice
M. Pridame-li k ni tento vektor, hodnost se tedy nezvysi.

Naopak, pokud soustava reseni nema, vektor v neni linedrni kombinaci sloupcii matice
M. Nelezi tedy v podprostoru generovaném sloupci. Dimenze podprostoru generovaném
sloupci rozsifené matice je tedy vétsi.

Dalsi tvrzeni o souvislosti hodnosti matice M a feSeni soustavy (10.1):

Véta 10.2. 1. Soustava (10.1) md reseni pro kazdy vektor vy, pravé kdyz hodnost jeji matice
je n.

2. Soustava (10.1) md prdvé jedno teseni, prdavé kdyZ hodnost jeji matice je rovna
hodnosti matice rozsirené a ta je rovna m.

Vyznam obou ¢asti véty snadnéji pochopime, az si vysvétlime vztah soustav lineadrnich
rovnic a linedrnich zobrazeni. To udélame v nasledujici podkapitole, kde uvedeme i dikaz
véty.

10.3 Linearni zobrazeni v soustavach linearnich rovnic

Jak vime, zobrazeni, které ¢iselnému vektoru priradi souc¢in néjaké matice s nim, je linedrni.
Presnéji fe¢eno, pro matici M zavedenou difve, je zobrazeni fM:R™ — R”", které vektoru
u € R™ priradi souc¢in M - u, linedrni. Podle toho, jak jsem zobrazeni ted definoval, je lze
zadat predpisem

M) =M-u. (10.3)
Nasi soustavu linedrnich rovnic v maticovém tvaru (10.2) tedy muzeme prepsat takto:
M (u) = vo. (10.4)

Naopak, libovolné linedrni zobrazeni f: U — V lze po volbé bazi @ vektorového prostoru
U a B vektorového prostoru V charakterizovat matici M o Uvahy o soustavéch linedrnich
rovnic se tedy nevztahuji jen na linedrni zobrazeni aritme}:ickych vektorovych prostor, ale
na vsechna linearni zobrazeni libovolnych vektorovych prostorti koneéné dimenze.

Podivejme se nyni, co lze Tici o soustavach linearnich rovnic z pohledu linearnich zob-
razeni. Za¢neme homogennimi soustavami.
Homogenni soustava linedrnich rovnic zapsanda ve tvaru (10.4) je

M) =o0. (10.5)

Mnozina FeSeni soustavy je tedy presné jadro linedrntho zobrazeni fM. Ze znalosti toho,
jak vypada jadro linedrniho zobrazeni (Véta 5.2), tedy muZeme Fici, Ze mnozina vSech
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reSeni homogenni soustavy je urcité vektorovy podprostor R”. K nalezeni feseni staci nalézt
bazi tohoto podprostoru, protoze vsechna dalsi feSeni jsou pak linearnimi kombinacemi
prvkl baze. Takova baze se nazyva fundamentdlni systém reseni dané homogenni soustavy
linearnich rovnic.

Pocet vektorii fundamentdlntho systému feseni vyplyva z Véty 5.7. Je roven dimenzi
jadra zobrazeni f¥ a hodnost matice M je rovna dimenzi obrazu f(R™). Podet vektorii
fundamentalniho systému feseni je tedy m —rank M.

Ted se podivejme na nehomogenni soustavy linearnich rovnic. Mnozina vektord u €
R™ splnujicich nehomogenni vektorovou rovnici (10.4), jiz neni vektorovym podprostorem
vektorového prostoru R™. To je jasné naptiklad z této tvahy: kdyby vektor u byl fesenim
rovnice pro vy # 0 a mnozina vsech feSeni byla vektorovym podprostorem, pak by i vektor
2u byl fesenim. Platilo by tedy

vo = fM(2u) = 2™ (u) = 2.

Vlastnost vy = 2vp ma ovsem pouze nulovy vektor, kterdazto moznost je ale vyloucena pred-
pokladem.

Strukturu mnoziny vSech Teseni rovnice charakterizuje nasledujici véta. Pracuje s pri-
druzenou homogenni rovnici (10.5).

Véta 10.3. Jestlize ug € R™ je vektor spliujici rovnici (10.4), pak vektor u' € R™ je resenim
(10.4), prave kdyz existuje Teseni u homogenni rovnice (10.5) takové, Ze

U = u+up. (10.6)

Diikaz. Tvrzeni mé tvar ekvivalence. Dokdzeme zvlast oba sméry. Predpokladejme, Ze u’
je feSenim rovnice (10.4) a polozme u = u’ —ugy. Pak v’ =u+ug a

M) = M —uo) = M W) = M (o) = vo—vo = 0.

Vektor u je tedy fesenim homogenni rovnice a implikace zjeva doprava je dokazana.
Predpokladejme naopak, ze pro néjaké feseni u homogenni rovnice plati (10.6). Pak

M) = M (u+uo) = () + M (uo) = 04 vo = vo.

Vektor u’ je tedy FeSenim nehomogenni rovnice.
Tim je dikaz hotov.

Dtikaz bylo mozné vést stejnym zptisobem pomoci matice M misto linearniho zobrazeni
M. Pouzivat linedrni zobrazeni ale povazuji za vhodnéjsi.

Tvrzeni predchozi véty se casto formuluje takto: Obecné reseni nehomogenni rovnice
(10.4) je rovno souctu obecného resent pridruzené homogenni rovnice (10.5) a partikuldrniho
resenti nehomogenni rovnice (10.4).
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K nalezeni obecného feSeni nehomogenni rovnice staci najit jeji jedno konkrétni (parti-
kuldrni) feSeni a obecné TeSeni rovnice homogenni. Tento poznatek ma vyznam i pro jiné
typy rovnic (diferencialni, diferencni) pouzivané v ruznych oblastech matematiky, fyziky i
techniky.

A nyni slibeny dikaz. Uvedu jen hruby nécrt (chtélo by to trochu vic prace, jsou v ném
diry). Dukaz ale ukazuje, jak tvrzeni o matici soustavy hezky plyne z vlastnosti linedrnich
zobrazeni.

Diikaz Véty 10.2. 1. Pfedpoklad vlastné ¥ik4, ze zobrazeni f je surjektivni. Dimenze jeho
obrazu je tedy rovna n. To je ovSem presné (podle definice v Kapitole 6) hodnost matice
M. 2. Z Véty 5.3 plyne, ze zobrazeni fM je prosté. Podle Véty 5.4 ma jeho jadro nulovou
dimenzi. Podle Véty 5.7 je tedy dimim f¥ = dimU = rank M.

10.4 Soustavy se ¢tvercovou matici

Na zévér ukazeme nékolik vysledkl pro soustavy rovnic o stejném poctu rovnic jako ne-
znamych. Mame tedy n = m a matice soustavy je ¢tvercova.

Véta 10.4. Soustava rovnic (10.2) se ctvercovou matici md pravé jedno resent, pravé kdyz
matice M je requldrni. Toto reseni pak lze vypocitat vztahem

u=M"-v. (10.7)
Drikaz. Cviceni.

Nésledujici véta ukazuje, jek lze TeSeni soustavy rovnic s regularni ¢tvercovou matici
vypocitat primym dosazenim do vzorecku.

Véta 10.5 (Cramerovo pravidlo). Oznacme M; matici vzniklou z matice M nahrazenim
i-tého sloupce vektorem vy. Pak je-li matice M ctvercovd a reguldrni, plati pro i-tou slozku
u' reseni soustavy (10.2) vztah

i det M;

1

T detm

(10.8)

ULOHY KE KAPITOLE 10

10.1. Pro¢ nemuze mit soustava linedrnich rovnic pravé dvé reseni?

10.2. Dokazte Vétu 10.4.



Kapitola 11

Skalarni soucin 1

Skaldrni sou¢in na vektorovém prostoru je struktura, pomoci niz lze definovat délku vek-
toru a odchylku vektort. V této a pristi kapitole uvadime zakladni vlastnosti vektorového
prostoru se zadanym skaldrnim soucéinem.

11.1 Definice a zakladni vlastnosti

Skaldrni soucin (vnitrni soucin, dot product, inner product) na vektorovém prostoru U
je zobrazeni -: U x U — R, které je pozitivné definitni symetrickou bilinearni formou, coz
znamena, ze pro kazdé tii vektory u,v,w € U a dva skalary c¢,d € R plati

u-u>0 prou#0, (pozitivni definitnost)
u-v=v-u, (symetrie)
(cut+dv)-w=c(u-w)+dv-w). (linearita v prvnim argumentu)

Vektorové prostory se skalarnim soucinem se nékdy nazyvaji unitdrni prostory. V celé této
kapitole budeme pracovat s vektorovym prostorem U dimenze m, na kterém je dan skaldrni
soucin.

Na aritmetickém vektorovém prostoru R™ je definovan tzv. standardni skaldrni soucin
znamym predpisem

w-v=u"v V™", (11.1)

kde u' resp. V' jsou slozky ¢éiselnych vektorii u resp. v.
7 definice 1ze odvodit dalsi vztahy platné pro skaldrniho soucin, napriklad

u-0=0, (11.2)

w-(cu+dv)=c(w-u)+d(w-v). (linearita ve druhém argumentu)

45
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Podminkam linearity v prvnim a druhém argumentu fikame dohromady podminka bilinea-
rity. Diky ostatnim vlastnostem skalarniho souc¢inu ovSem druhé plyne z prvni.

Vektory u,v € U se nazyvaji kolmé (ortogondlni), jestlize u-v = 0. Pfinejmensim na
piikladech si muzeme ovéfit, ze v R? pojem kolmosti vektorti splyva s kolmosti, jak ji
zname z elementarni geometrie.

Vektor u € U se nazyva kolmy na vektorovy podprostor V. C U, jestlize je kolmy na li-
bovolny vektor v € V. Ortogondlni doplnék vektorového podprostoru V. C U je vektorovy
podprostor U slozeny z vektor kolmych ke kazdému vektoru z V. Dva vektorové podpro-
story Vi,V C U jsou kolmé (ortogondlni), jsou-li libovolné dva vektory vy € Vi a vy € V,
kolmé.

7 definice plyne, ze zddné dva dvojrozmérné vektorové podprostory trojrozmérného
vektorového prostoru se skaldrnim sou¢inem nejsou kolmé (!).

Zakladni vlastnosti skalarniho soucinu je Schwarzova nerovnost. Uvadim ji v nésledujici
vété. V literature najdeme mnoho raznych dikazi Schwarzovy nerovnosti, zadny z nich
neni prilis intuitivni (podobné jako sama nerovnost). Dikaz vybrany sem méa alespon tu
vyhodu, ze je kratky.

Véta 11.1 (Schwarzova nerovnost). Pro kazdé dva vektory u a v prostoru U plati
(u-v)? < (u-u)(v-v). (11.3)
Rovnost nastdava, praveé kdyz jsou vektory u a v linedrne zdvislé.

Dikaz. Jsou-li vektory u a v linedrné zavislé, je u nasobkem v nebo v nasobkem u. V obou
pripadech snadno dostaneme, ze se leva a prava strana nerovnosti (11.3) rovnaji.
Nyni predpokladejme, ze vektory u a v jsou linedrné nezavislé. Pro libovolné ¢islo x pak
plati (xu+v) - (xu+v) > 0. Z bilinearity dostdvame
(u-u)x® +2(u-v)x+v-v>0.
Vlevo mame kvadraticky polynom v proménné x. Jeho diskriminant

D:4(u-v)2—4(u~u)(v-v)

musi byt zdporny, coz znamend piesné (u-v)? < (u-u)(v-v).

11.2 Délka a odchylka

Délka vektoru u (také norma) se znadi ||ul| a je definovana predpisem

Jull = Vu-u. (11.4)
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Pokud ||u|| = 1, vektor se nazyvé jednotkovy. Kazdy vektor méa nenulovou délku, pravé kdyz
je nenulovy. Z libovolného nenulového vektoru muzeme vytvorit jednotkovy vektor tzv.
normovdnim, které spo¢iva ve vynédsobeni vektoru prevracenou hodnotou jeho délky:

1

uy = —u.
e

Pomoci délek vektorii lze Schwarzovu nerovnost prepsat takto:

-] < lael[ [V} (11.5)

S pouzitim této nerovnosti mizeme celkem snadno dokézat tii zdkladni vlastnosti délky
vektoru:

Véta 11.2. Pro libovolné dva vektory u,v € U a cislo ¢ € R plati

lul| >0 prou+#0, (11.6)
[leul] = lef[]ull, (11.7)
vl <llull VIl (11.8)

Podmince (11.8) se fika trojihelnikovd nerovnost.

Drikaz Vety 11.2. Prvni dvé podminky plynou ptimo z definice skaldrniho souc¢inu. Dokéa-
zeme trojihelnikovou nerovnost. Podle nerovnosti (11.5) a vlastnosti skaldrniho sou¢inu
plati

4 vI[* = () - (uv) = w20 v) +vv = [lul* +2(u-v) +||v]?
2 2 2 2
< leell* 4 2faa- v+ [l < fall* 2l all [V + VA7 = el V]2,
odkud jiz trojihelnikova nerovnost snadno plyne.

Podminky (11.6), (11.7) a (11.8) se v matematice pouzivaji k definici délky vektoru na
vektorovém prostoru, kterd neni vypocitdna ze skaldrniho sou¢inu pomoci vztahu (11.4).

vvvvvv

(analyze dat).

Priklad 11.1. Nésledujici dvé zobrazeni [|-||,: R" = R a ||-||.,: R™ — R splnuji podminky
(11.6), (11.7) a (11.8):

[lull :‘u1|+|u2‘+~-+‘um ,

. = max (|a' | ][] )
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Nyni ukdzeme, jak lze pomoci skalarniho soucinu a délky vektoru definovat odchylku
nenulovych vektortu. Podle nerovnosti (11.5) plati

ju-v]
[l fIvll =

takze arkus kosinus v nésledujici definici vzdy existuje. Odchylka ©,, vektori u a v je
definovana predpisem

¥, = arccos

Tl (1L9)

Z této definice vyplyva nasledujici vztah mezi skalarnim souc¢inem vektort u a v a jejich
odchylkou 9,,:

v =|lul[[[v[|cos Oy (11.10)
Priklad 11.2. Jsou-li vektory u a v jednotkové, dostavame ze vztahu (11.10)
u-v=-cost,,,

coz ndm umozni udélat si dobrou predstavu o skalarnim soucinu jednotkovych vektort: je
to kosinus thlu, ktery sviraji. Na obrazku 11.1 vidime graf funkce kosinus. Z néj by mélo

Obrazek 11.1: Graf funkce cos

byt patrné, ze pokud vektory sviraji thel 7, je jejich skalarni soucin nulovy (cos% = 0)
a pokud jsou totozné (a tedy jejich odchylka je nulovd), je jejich skaldrni soucin roven
jedné (cos0 =1). To také odpovidd tomu, ze tyto vektory jsou jednotkové. Skalarni soucin
opacnych jednotkovych vektori je —1 a odchylka 7.

Priklad 11.3. V minulém piikladu je ovSsem jedna zaludnost: odchylku vektort jsme po-
moci skalarniho souc¢inu definovali, takze okolnost, Ze skalarni soucin jednotkovych vektoru
je roven kosinu jejich odchylky, je vlastné trividlni a neobsahuje zddnou novou informaci.
Zajimavou se stane v momenté, kdy néjak ovérime, ze definice odchylky vektort pomoci



11.2. DELKA A ODCHYLKA 49

vztahu (11.9) odpovidd pozorované skutec¢nosti, konkrétné tomu, co o funkei kosinus vime
z elementarni geometrie.

Obrazek 11.2 znizoriuje dva jednotkové vektory u,v € R%. Vektor u je roven (1,0),
vektor v je obecny, v = (v',v?). Standardni skaldrni soucin u-v je roven 1v! +0v> =v!. Pro
kosinus tthlu @ plati cos® = v!/||v| (podil délek piilehlé odvésny a piepony v pravoiihlém
trojihelniku), je tedy také roven v'.

v ou=(1,0)

Obréazek 11.2: Jednotkové vektory u,v € R?. Vidime, Ze cos® = v!, coZ je rovno (standard-
nimu) skaldrnimu souc¢inu u - v.

Kdybychom vektory u a v ,pootocili* tak, aby zustaly zachovany jejich délky i thel 9,
zustane jejich skalarni soucin porad stejny. Pro¢ tomu tak je, zjistime pozdéji.

Dalsi poznatky, které uvedeme na zavér této ¢asti, vyplyvaji z nasledujiciho vyjadreni
délky rozdilu dvou vektoru:
lu—v|[*=@—v)-(u=v)=u-u—v-u—u-v+v-v
= [lull* = 2(u-v) +|Iv],
takze
2(u-v) = [lull® 4[] [l — ]| (11.11)

Tato rovnost je zajimava hned z nékolika diavodu. Za prvé ukazuje, ze skalarni soucin
vektori u a v 1ze spocitat ¢isté pomoci délek vektort u, v a u—v. Této skute¢nosti pozdéji
vyuzijeme.

Za druhé, leva strana rovnosti je nulova pravé kdyz je nulova strana prava, coz vede
k nasledujici verzi znamé Pythagorovy véty:
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Véta 11.3 (Pythagorova). Pro kazdé dva vektory u a v plati
2 2 2
[l —=v[|* = [lul” +[]v]|7,
praveé kdyz jsou ortogondlni.
A za treti, podle (11.10) a (11.11):

Véta 11.4 (kosinovd). Pro libovolné dva vektory u a v plati

2 2 2
[l = I =Nl M[vI cos By = [l = v]|= (11.12)

11.3 Unitarni zobrazeni a izometrie

Predpokladejme, ze mame dva vektorové prostory se skalarnim souc¢inem U a 'V a ze dimU =
dimV = m.

Linedrni zobrazeni f:U — V se nazyva unitdrni, jestlize pro libovolné dva vektory
uy,up € U plati

flur) - fuz) = ur - uo. (11.13)

Strucné receno, unitarni zobrazeni je linedrni zobrazeni, které zachovavéa skalarni soucin.
Nasledujici véta ukazuje, ze v dasledku toho zachovava i dalsi struktury, které jsou pomoci
skalarniho soucinu definovany:

Véta 11.5. Je-li f: U — V unitdrni, pak pro libovolné vektory u,uy,u, € U plati
LAl = flull-
2 Bf() s ) = V-
Diikaz. Tvrzeni plynou pfimo z definic, konkrétné ze vztahu (11.4) a (11.9).
Véta 11.6. Kazdé unitdrni zobrazeni je prosté.
Diikaz. CvicCeni.

Surjektivni unitarni zobrazeni (které je tedy bijektivni) se nazyva izometrie.

ULOHY KE KAPITOLE 11

11.1. Dokazte, ze vektory u a v jsou ortogondlni, praveé kdyz

2 2 2
lJoe w7 = {lael|* +[Iv][*-
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11.2. Najdéte (nestandardni) skaldrni soucin v R? takovy, aby vektory (2,0) a (1,10) tvoiily orto-
normalni bazi. Kolik takovych skaldrnich soucini existuje?

11.3. Méjme bazi a vektorového prostoru U dimenze m a definujme skalarni souc¢in na U predpisem
Uu-v=ug Vg

(na pravé strané je standardni skaldrni soucin v R™ soufadnicovych vyjadieni vektort u a v v bazi
o). Ukazte, ze opravdu jde o skaldrni soucin. Dédle dokazte, ze vzhledem k tomuto skaldrnimu
soucinu je @ ortonormalni baze.

11.4. Uvedte priklad vektorového prostoru se skalarnim sou¢inem U, jeho baze o a vektort u,v € U
tak, aby neplatil vztah (12.1).

11.5. Dokazte, ze vektor je nulovy, pravé kdyz je kolmy na libovolny vektor.

11.6. V prikladé 11.1 jsme ukazali dva jiné zpusoby zavedeni délky vektoru v R™ nez s pouzitim
standardniho skaldrniho sou¢inu: pomoci zobrazeni ||-||; a||-||... Lze pomoci téchto zobrazeni a vztahu
(11.11) zavést na R™ skaldrni souéin?

11.7. Ukazte, ze pro libovolné linearni zobrazeni f: U — R existuje nenulovy vektor vy € U takovy,
ze funkéni hodnoty zobrazeni f se daji pocitat jako skaldrni soucin s vektorem vy:

fu)y=vs-u
Ukazte, ze vektor vy je ortogonalni na jadro zobrazeni f,

11.8. Predpokladejme, ze vektory uj,up,u3 € U jsou po dvou ortogondlni. Jsou vektorové podpro-
story (uy,uz) a (uz,us3) kolmé? Jaké jsou jejich dimenze?

11.9. Dokazte Vétu 11.6.
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Skalarni soudin 2

12.1 Ortonormalni baze

Nasledujici véta potvrzuje oc¢ividnou skutecnost: nenulové ortogonalni vektory jsou linedrné
nezavislé.

Véta 12.1. Méjme k nenulovijch vektord uy,ua,...,ur € U a predpoklidejme, Ze libovolné
dva z nich jsou kolmé. Pak jsou tyto vektory linedrné nezdvislé.

Dikaz. Podle definice linearni nezavislosti mame vyftesit rovnici
clu1 -l-Czuz + - +ckuk =0.
Vynésobme levou stranu jednim z téchto vektor, vektorem u;:
(clug +Pup+ -+ Fup) - up = e (uy - wi) + Az - wp) + -+ K (ug - wy).

Jelikoz vektor u; je kolmy ke vsem ostatnim vektortum, je tento vyraz roven c'(u; -u;) =
i 2 . ~ , v 4 , , v ,

c!|ui||*. JelikoZz na pravé strané mame 0-u; = 0 (skaldrni soucin nulového vektoru a vektoru

u; je roven nule), musi platit

¢ l> = o.

Délka vektoru u; je oviem podle pfedpokladu nenulova, takze musi byt ¢/ = 0. Tuto Gvahu
miizeme udélat pro kazdé i € {1,2,...,k}, takze dostavame c' = c? = --- =k =0, coZ zna-

mena linedrni nezavislost vektort uy,uy, ..., uy.

Je-li v k-tici (ey,...,e;) vektoru v U kazdy vektor nenulovy a libovolné dva jsou kolmé,
nazyva se tato k-tice ortogondlni systém vektori. Jsou-li vektory (ey,...,ex) navic jednot-
kové, k-tice se nazyva ortonormdlni systém vektori. Pokud k = m, je podle predchozi véty
o = (ey,...,ex) baze vektorového prostoru U. Nazyva se ortogondlni bize a pokud jsou
vektory z o jednotkové, rikdme, ze je tato baze ortonormdlni.
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V takovém ptipadé pro vektory baze o plati

)1 kdyzi=ja
e,-ej—{ 0 jinak.

Nésledujici tvrzeni plyne piimo z definice.

Véta 12.2. Je-li f:U —V izometrie a (uy,uy, ..., uy) ortonormdlni baze prostoru U, pak
(f(u), f(u2), ..., f(um)) je ortonormdlni baze prostoru V.

Pro ortonormalni bazi je snadné pocitat souradnice vektorii. Pokud totiz pro ortonor-
malni bazi o = (ey,...,e,) a vektor v plati

v=clei+cer+---+c"ep,
pak pro skalarni souc¢in s vektorem e; plati

vee;=(clej +cter+ -+ c"ep) e
= 61(61 '81‘)+62(62-ei)+"-+cm(em-e,-)

:Cl

(podobny vypocet jsme uz délali v dikazu Véty 12.1), takze i-t4 souradnice vektoru v
vzhledem k bazi a je v-e;.

Gramova-Schmidtova ortogonalizace je znaméa metoda, kterd z libovolné béze vektoro-
vého prostoru se skalarnim soucinem vytvori ortogondlni bazi. Pokud potfebujeme ziskat
béazi ortonormélni, vysledné vektory pak normujeme. (Podrobnosti na cviceni.)

Maéme-li vektory vyjadreny v ortonormalni bazi, lze jejich skalarni soucin snadno vy-
pocitat z jejich souradnic. Jak, to ukazuje nasledujici véta. Nez ji uvedeme, pripomenme,
ze pro vektory u,v € U symboly uq,vq oznacujeme jejich souradnicova vyjadieni v bézi
a. To jsou prvky vektorového prostoru R” (je-li m = dimU) a muzeme je tedy vyndsobit
standardnim skaldrnim soucinem.

Véta 12.3. Je-li a ortonormdini bdze vektorového prostoru U, plati pro libovolné dva
vektory u,v € U

U-v=ug- vqg. (12.1)

Dikaz. Ozna¢me @ = (ey,...,e,). Ve skalarnim soucinu vlevo vyjadiime vektory u a v v bazi
a a vyuzijeme toho, ze jeji vektory tvori ortonormalni systém:
1 1
u-v=_(uger+---+usen)(vger+ - +viey)
1.1 m.m
=ugvyler-er)+--+uyVy(em-em)

— 1,1 mom __
=UVy+ T UGV = Ug V-
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Je tfeba mit na paméti, ze vztah (12.1) plati, jediné kdyz je baze o ortonormalni. Jeho
pouziti v jinych situacich by vedlo k nespravnym vysledktm.

Naésledujici véta se zabyva tvarem matice piechodu mezi ortonorméalnimi bazemi (MT
znadi matici transponovanou k matici M).

Véta 12.4. Pro libovolné dvé ortonormdlni bize o a B plati

My g = MTﬂ.

Diikaz. My g je, jak vime, inverzni matice k matici Mg 4. Chceme tedy dokdzat, ze Mlgla =
M%,a’ neboli ze Mg o Mg o = Ey. Matice Mg ; ma ve sloupcich soutadnicova vyjadreni
vektoru béze a v bazi f. Oznaéime-li a = (e1,e2,...,en), je tedy jeji i-ty sloupec roven
vektoru (e;)g. Stejnému vektoru, psanému do fadku, je roven i fadek matice M - Hodnota
na pozici (i, ) v matici Mg o Mg ¢ je tedy rovna standardnimu skaldrnimu soucinu (e;)g -
(ej)p- Podle Véty 12.3 a diky ortonormaélnosti baze 8 ovsem (e;)p - (ej)p = e;i-e;. Baze o je
ovSem rovnéz ortonormadlni, takze tato hodnota je rovna 1 kdyz i = j a jinak je rovna 0.
Jinymi slovy, matice ME o Mg o je jednotkova.

Véta 12.4 ma prakticky vyznam, protoze usnadnuje vypocet matice prechodu mezi
vektorovymi bazemi, pokud jsou tyto baze ortonormaélni. Misto slozitého vypoctu inverzni
matice staci matici transponovat. Ortonormélni vektorové baze se v pocitacové grafice ¢asto
pouzivaji.

Véta 12.4 rovnéz 1ikd, ze sloupce matice Mg o tvoii (vzhledem ke standardnimu ska-
larnimu soucinu) ortonormélni bézi prostoru R™. Takovym maticim se ik ortogondlni
matice (kupodivu; spravny termin by byl spi$ ortonormélni matice). Ortogonalni matice
jsou pravé ¢tvercové matice M, které spliuji M—' = MT. Z tohoto vztahu snadno odvodime,
Ze |detM| = 1.

Priklad 12.1. Predpokladejme, ze dimU = 3, béze o a  prostoru U jsou ortonormélni a
jejich matice prechodu je

_ 1 0 V2

V3 V3

Mz, = | L I
Vi V2 Ve

Miuzete se presvédcit, ze matice je vskutku ortogonalni, tedy ze jeji sloupce tvori ortonor-
mélni bazi v R3. Transponovana matice je rovnéz ortogonalni (je to matice My ), takze i
fddky matice Mg 4 jsou ortonormdlni baze R3. Plati MT7 o Mg o = E3. Ve sloupcich matice
jsou soutradnicova vyjadieni vektoru baze o v bazi B a v fadcich soufadnicovd vyjadireni
vektoru baze B v bazi a.
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Véta 12.5. Meéjme ortonormdlni bazi o unitdrniho prostoru U a ortonormdlni bdzi B
unitdrniho prostoru V. Pak linedrni zobrazeni f: U — V je unitarni, prdveé kdyZ sloupce
matice M;; o tvori ortonormdini systém vektori v R™.

Dikaz. Ozna¢me vektory baze a jako ey, ..., e,. Jelikoz f je unitarni, tvori vektory f(e;),
.., f(em) ortonormalni systém vektori v prostoru V: ortogondlni jsou piimo podle definice
izometrie, jednotkové jsou podle tvrzeni 1 Véty 11.5. Sloupce matice MJFE o Jsou soutadnicova
vyjadfeni obrazu vektoru baze a v bazi B; i-ty sloupec matice je tedy 7 f(ei)p. Jelikoz baze
B je ortonormalni, tvoii vektory ortonormélni systém podle (12.1).

Matice izometrie vzhledem k ortonomalnim bazim je tedy ortogonalni matici.

12.2 Objem

Méjme m-tici K = (vi,va,...,vy) vektoru v orientovaném vektorovém prostoru U dimenze m
se skalarnim sou¢inem. Rovnobéznosténem uréenym m-tici K rozumime mnozinu [K| lineér-
nich kombinaci vektort vi,va, ..., v, pro jejiz kazdy koeficient ¢ plati 0 < c¢ < 1. Orientovany
rovnobéznostén je rovnobéznostén [K] uvazovany soucasné s jednou ze dvou moznych ori-
entaci vektorového prostoru U takto: pokud K je béze, pak [K] uvazujeme s orientaci, do
které patti K, pokud neni, pak s libovolnou.

Orientovanym objemem orientovaného rovnobéznosténu [K] rozumime ¢éislo Vol[K] spl-
nujici nasledujici podminky:

1. Tvori-li vektory mnoziny K ortonormalni bézi, pak Vol[K] =1, nebo Vol[K] = —1 podle
toho, zda [K] je, nebo neni kladné orientovan4.

2. Jestlize K vznikne z K vynasobenim jednoho jejtho vektoru ¢islem ¢, pak Vol[K]| =
c¢- Vol[K].

3. Jestlize K vznikne z K nahrazenim jednoho jejiho vektoru jeho souétem s nasobkem
jiného vektoru z K, pak Vol[K| = Vol[K].

Vsimnéte si, ze vSsechny podminky jsou splnény pro prirozeny pojem objemu z prostoru
dimenze do 3.

Zvolme néjakou kladné orientovanou ortonormélni bazi o« prostoru U a orientovany
rovnobé&Zmnostén [K]. Déle oznaéme MX ¢tvercovou matici, jejiz sloupce jsou tvorfeny sou-
fadnicovymi vyjadrenimi vektorti mnoziny K.

Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze orientovany objem rovnobéznosténu lze vypocitat po-
moci determinantu.

Véta 12.6. Vol[K] = detMX.
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Ndznak dikazu. Pokud je matice MX regularni, budeme s ni délat sloupcové (nebo fddkové
s transponovanou, je to jedno) upravy, az dostaneme diagonalni matici. Upravy odpovidayji
postupnému prevodu vektori mnoziny K na vektory baze a. Determinant matice se bude
ménit stejné, jako objem rovnobéznosténu.

U singularni matice je tvrzeni jasné.

12.3 Vektorovy soudin

Predpokladejme, Ze vektorovy prostor je orientovany a mé dimenzi alespon 2 (tedy m > 2)
a zvolme v ném kladné orientovanou ortonormélni bazi ¢. Pro libovolnych m — 1 vektora

up,uz,...,uy—1 € U definujme zobrazeni P, ,, ,:U — R predpisem
1 1 1
L
up ooty W
Py ou, () =Vol[uy,...,up_1,ul=det| . . ) s (12.2)
m m m
L R

kde hornimi indexy znac¢ime souradnice vektori v bazi o jako obvykle.
Determinant ve vztahu (12.2) lze vypocitat rozvojem podle posledniho sloupce. Dosta-
neme

1.1 2.2
Pulvmyumfl(u) =vu +vu +"'+Vmum,

kde &isla v!,v2, ..., V" jsou vypoéitana ze souiadnic vektort uy, . .., u,_1. Hodnota P,, oty (1)
je tedy vypocitana jako skaldrni soucin vektoru u s vektorem v, jehoz souradnice v bazi o
jsou v!,v2, ... ,v". S pomoci tvrzeni z tlohy 11.7 lze snadno ovéfit, ze vektor v nezévisi na
tom, v jaké bazi jsme jeho souradnice pocitali. Je to tedy ur¢ity vyznamny vektor, ktery
je dén vektory ui,...,um_1. Rikd se mu vektorovy soucin vektord uy,...,um—1 a znall se
Uy Xup X -+ Xty prom>3 aulX pro m = 2.

Vektorovy soucin obvykle neni definovian takto obecné, ale jen pro m = 3. Zde jsme
uvedli definici obecnéjsi v nadéji, ze diky tomu ¢tenaii snadnéji pochopi principy, které
jsou za vektorovym soucinem skryty.

Je tfeba mit na paméti, ze vzorec (12.2) predpokladd, ze vektory jsou vyjadieny vzhle-
dem k ortonormaélni bazi. Pokud tento predpoklad porusime, nevyjde nam vektorovy soucin
spravne.

Priklad 12.2. Je-li dimenze vektorového prostoru U rovna 3 (coZ je, jak jsme si uz rekli,
obvykly ptipad, ve kterém vektorovy soucin pocitdme), je vektorovy soucin definovan pro
dvojice vektoru. Pro vektory u,u; € U a libovolny vektor u € U pak plati (pocitano v
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soufadnicich vzhledem k néjaké ortonorméalni bazi o)

wl ul o ou!
(g xup)-u=det | uj uj W
3 3 3
w, uy u
_ 23 3 0y ] 311 3\ 2 1.2 21y 3
= (uyuy —uyux)u + (wjuy —uguz)u” + (uguz — uyup )’
takze
ity — uju;
(g X w2)q = | uud —uld |. (12.3)
uyuz — ujuy

Priklad 12.3. Vektorovy souc¢in ovSem ¢asto pocitame i v dimenzi 2, ackoli o tom nevime.
Pro vektory u a v v dvojrozmérném vektorovém prostoru U totiz plati (opét vyjddreno v
souradnicich vzhledem k néjaké ortonormalni bazi o):

u' V! 2.1 1,2
u* v =det 2 2] T Ty ey

takze

u* je tedy vektor, ktery jsme zvykli pouzivat jako vektor kolmy k vektoru u.

Nasledujici véta uvadi zékladni vliastnosti vektorového souc¢inu. Dalsi se dozvime v pristi
kapitole.

Véta 12.7. Vektorovy soucinv=uj Xuy X -+ X ty_1 je kolmyj na kazdy z vektori uy, ..., uy_1.
Jeho délka je rovna orientovanému objemu rovnobéZnosténu [uy,... um—1,v/||v||] Je nenu-
lovy, prdvé kdyz jsou vektory uy,...,u,_1 linedrné nezdvislé. V takové pripadé je bdaze
B = (ui,...,um—1,v) kladné orientovand.

Diikaz. Pro libovolné i € {1,2,...,m—1} je Py, 4,  (u;) =0, protoze je to determinant
matice se dvéma shodnymi sloupci. Ale P, ., () = v-u;, takze vektory v a u; jsou
kolmé.

Tvrzeni o objemu plyne primo z definice.

Jsou-li vektory uy,...,u,—; linedrné zavislé, je v =0, protoze je to determinant matice
s linearné zavislymi sloupci.
Predpoklddejme naopak, ze v = 0. Jelikoz pocet vektora uy,...,u, 1 je mensi nez di-

menze vektorového prostoru U, existuje vzdy vektor u, ktery neni jejich linearni kombinaci.
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Jelikoz v =0, plati P, ,(u) =v-u=0. Cislo P, _,,_,(u) je oviem determinant matice,
jejiz posledni sloupec neni linedrni kombinaci ostatnich sloupci. Jelikoz je nulovy, musi
byt tyto sloupce linedrné zavislé, coz znamena linedrni zavislost vektorl uy,...,upy—_1.

Na zavér ukézeme, ze baze B je kladné orientovana. Zvolme ortonormélni kladné orien-
tovanou bazi «. Matice, jejimz determinantem je ¢islo P, . 4, ,(v), obsahuje ve sloupcich
souradnice vektort baze B v bazi a. Je to tedy matice prechodu od béaze B k béazi a a plati
Py....u, (v) = detM, g. Tento determinant je ovSem roven v-v = |v||?, takze je kladny.

Tim je véta dokazana.

Priklad 12.4. Méjme v trojrozmérném vektorovém prostoru U vektory u; a up, jejichz
vyjadieni vzhledem k ortonormélni bazi « je

1

-

(ul)a = (MZ)a =

0

Vektorovy soucin téchto vektoru (1épe Feceno jeho souradnice v bazi o) muzeme vypocitat
primo pomoci vztahu (12.3). Pohodlnéjsi je ale postupovat podle definice:

11 v
(uy Xxup)-v=det| 0 1 ? =23,
01
takze
0
(g Xup)g = | —1

Nyni mtzeme snadno ovérit, ze vektorovy soucin u; X u; splinje vsechno, co o ném rika Véta
12.7.

Véta 12.8. Je-li f:U —V orientovand izometrie orientovanich unitarnich prostori, pak

Flur) XX flum—r) = flur X -+ X tty—1).

Dikaz. Podle definice vektorového soucinu pro libovolny vektor u € U je (uyp X «++ X tp—1) -
u="Py 4, (u)=detN, kde matice N ma ve sloupcich souradnicova vyjadreni vektoru
ui,...,um—1 a u v kladné orientované ortonormalni bazi a. Obrazy f(u),..., f(um—1) a f(u)
téchto vektori maji v kladné orientované ortonormalni bazi 8 vektorového prostoru V

soutadnicové vyjadreni ve sloupcich matice Mé o N, takze

P ). S ) (F(1)) = det(M}, - N) = detM, - detN.

o B.o
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Matice M/, o Je ovsem podle Véty 12.5 ortogondlni, takze jeji determinant je roven 1 nebo
—1. Jelikoz zobrazeni f je orientované, je roven 1. Celkové tedy dostavame

Pru)flum ) (f(w) =detN =Py, 4, ().
Pro libovolny vektor u € U tedy plati
(1% X 1) o= (F(ur) X - X Flitn 1)) - £0).
Vzhledem k tomu, Ze zobrazeni f je izometrie, mizeme jesté levou stranu zménit:
Slur XX ) - f(u) = (f (ur) XX f (1) - f ()

Jelikoz zobrazeni f je bijekce (coz je dusledek Véty 12.2), kazdy vektor v € V je obrazem
néjakého vektoru z prostoru U. Proto pro libovolny vektor v € V plati

flur XX upoq) - v=(fur) X+ X fupn-1)) v,

coz uz znamend rovnost, kterou jsme chtéli dokdzat (srovnejte s tilohou 11.7).



Kapitola 13

Afinni prostory

Tato a nasledujici kapitola nepatfi do linearni algebry, ale do pribuzné oblasti afinni geo-
metrie, kterd na linearni algebre stavi.

13.1 Afinni prostory

Rekneme, 7e na neprazdné mnoziné A je déna struktura afinniho prostoru (strucénéji afinni
struktura), je-li dan vektorovy prostor U a zobrazeni +4:A X U — A takové, ze

1. pro vSéechna a€ A, u,ve U
(atau)+av=a+s(u+v), (13.1)

2. pro vSechna a,b € A existuje pravé jedno u € U tak, ze

a+au=nh. (13.2)

Mnozina A se strukturou afinniho prostoru se nazyva afinni prostor, jeji prvky se na-
zyvaji body. Vektorovy prostor U se nazyva zameéreni afinniho prostoru A.

Zobrazeni + se nazyva scitdni bodi a vektori. Pro libovolné a € A a u € U se bod a+au
nazyva soucet bodu a a vektoru u. Dolni index A vétsinou vynechavame a misto a+4 u
piSeme prosté a+ u.

Jelikoz podle podminky 1 definice plati (a+u)+v =a+ (u+v), mizeme pii pricitani
dvou vektoru k bodu vynechat zavorky a psat pouze a+u+v.

Vektor u z podminky 2 se oznacuje b —a. Podminka tika, ze tento vektor existuje pro
libovolné a a b, a to pravé jeden. Piirazenim (a,b) — b —a je tedy jednozna¢né urcené
zobrazeni z A X A do U. Vektoru b —a se 1ika rozdil bodi b a a. Pfimo z definice tedy pro
kazdé dva body a a b plyne

a+(b—a)=>b (13.3)

61
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(jako b —a jsme si totiz oznadili vektor u z podminky 2, tedy vektor, pro ktery plati
a+u=>).

Body afinniho prostoru obvykle kreslime jako tecky a vektory jako Sipky do nich umis-
téné. (Jsou to ovsem prvky jiné mnozniny, nez mnoziny bodu.) Pfi tomto zobrazeni dvé
ruzné sipky urcuji tyz vektor, pokud jejich zacatky a konce dohromady na obrazku tvori
vrcholy rovnobéznika.

Body afinniho prostoru obvykle kreslime jako tecky a vektory jako Sipky do nich umis-
téné. (Jsou to ovSem prvky jiné mnozniny, nez mnoziny bodu.) Konec Sipky ukazuje na
bod vznikly souc¢tem puvodniho bodu a zakresleného vektoru. Pii tomto zobrazeni stejné
dlouhé a tymz smérem mifici Sipky umisténé do ruznych bodu zobrazuji tyz vektor (délku
vektoru ovsem obecné mérit neumime).

Prvni podminka definice je takto zakreslena na obrazku 13.1.

Obréazek 13.1: Body a, b a vektor b —a.

Na obrézku 13.2 je zakreslena druhd podminka. Podle ni se mé& bod (a+ u)+v rovnat
bodu a+ (u+v), coz je v souladu s geometrickym zptisobem, kterym znazornujeme soucet
dvou vektortu (rovnobéznikova metoda).

a

a-+u

u—+v
v

a—+u-+v

Obrazek 13.2: Grafické znazornéni podminky 1. definice afinni struktury.

Je-li U vektorovy prostor konecné dimenze, iika se o afinnim prostoru A, ze je také
kone¢né dimenze. V takovém pripadé dimenzi afinnitho prostoru A nazyvame dimenzi vek-
torového prostoru U. Nema-li vektorovy prostor U koneénou dimenzi, rikdme i o afinnim
prostoru A, ze nemé konecnou dimenzi (ma nekonecnou dimenzi, je nekoneéné rozmérny).
Afinni prostor dimenze 1 se nazyva afinni primka, afinni prostor dimenze 2 afinni rovina.
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Pro pocitacovou grafiku jsou samozrejmé dtlezité hlavné afinni prostory dimenze nej-
vyse 3.

Na vektorovém prostoru U zavadime kanonickou strukturu afinniho prostoru takto:
zamérenim prostoru U volime samotny vektorovy prostor U, pro libovolny bod a € U a
vektor v € U (zde je déleni na body a vektory ¢isté formalni) definujeme jejich soucet jako
soucet vektoru ve vektorovém prostoru U. Pokud nebude fec¢eno jinak, budeme vektorové
prostory uvazovat vzdy s kanonickou strukturou afinniho prostoru, popsanou v predchozim

prikladé.
Priklad 13.1. Vime, Ze na n-té kartézské mocniné mnoziny realnych cisel R” je dana

kanonické struktura vektorového prostoru. Tu lze pouzit k zavedeni afinni struktury na
R".

Pokud nebude feceno jinak, budeme mnozinu R” uvazovat vzdy s kanonickou strukturou
afinniho prostoru.

Abychom odlisili, kdy prvek R" chidpeme jako bod z afinniho prostoru R" a kdy jako
vektor z vektorového prostoru R”, budeme v prvnim pripadé pouzivat hranaté a ve druhém
kulaté zavorky.

13.2 Zakladni vlastnosti afinni struktury

V této casti dokazeme nékteré vlastnosti sou¢tu bodu a vektoru a rozdilu bodd.
Véta 13.1. Pro libovolny afinni prostor A se zamerenim U a prvky a,b € A, u € U plati
1. a+0=aq,
2.a—b=—(b—a),
3. (a+u)—b=(a—b)+u,
,0“ v bodu 1. je nulovy vektor ve vektorovém prostoru U.

Diikaz. 1. Podle podminky 2 definice afinniho prostoru existuje pravé jeden vektor u € U
takovy, ze a+u = a. Odtud plyne rovnost a+u = (a+ u) + u, kterd podle podminky 1
znamend a+u = a+ (u+u), coz podle podminky 2 (jednoznacnost) vede k u = u+ u. Tuto
rovnost ale spliuje pouze nulovy vektor (proc¢?). Z rovnosti a+u = a tedy vyplynulo u =0,
coz znamena, ze zadny jiny vektor kromé nulového tuto rovnost nesplnuje. To spolecné
s podminkou 2 (existence) dokazuje prvni bod véty.

2. Oznacme a—b =u, b—a =v. Dostavime b =a+v = (b+u)+v=>b+ (u+v). Podle
prvniho bodu této véty, ktery jsme jiz dokéazali, plati u+v =0, neboli u = —v.

3. Vektor v = (a+u) — b spliuje podminku b+ v = a+u. Pfi¢tenim vektoru —v k obéma
stranam této rovnice a tpravou dostaneme a = b+ (v —u). Odtud plyne v—u =a—b. Nyni,
pri¢tenim vektoru u dostaneme v = (a —b) + u, coz je dokazované tvrzeni.
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Dalsi zakladni vlastnosti bez dukazu:

Véta 13.2. Pro libovolné tri body ay,az,as afinniho prostoru A plati
(ap—ay)+ (a3 —az) = az —ay.

Véta 13.3. Pro libovolné dva body a,b afinniho prostoru A a vektory u,v jeho zaméreni
plati
(a+u)—(b+v)=(a—b)+ (u—v).

13.3 Afinni kombinace a afinni obal

Tvrzeni néasledujici véty jsem na prednasce motivoval ukazkovym prikladem.

Véta 13.4. Méjme body ag,ay,...,ay afinniho prostoru A. Pro libovolné dva body b,b’ € A
a ¢isla 0, r, ... " takovd, Ze ”°+r' 4+ 4" =1, plati

b+r%(ao —b)+r' (a1 —b)+ -+ 1" (am —b)
o —B) + @y — B) 4 (). (13.4)

Dikaz. Zkusime vypocitat rozdil levé a pravé strany. Mél by nam vyjit nulovy vektor.
Podle Véty 13.3 je tento rozdil roven

(b—b)+r(ag—b+b —ap)+r'(aj —b+b —ay)+---
vt "™(am —b+b —ay)
= (b)Y +W —b)+r (B —b)+---+r" (b —b)
=(b=b)+ (" +rt 4+ ) (b —b)
=(b—b")+ (' —b)
=0.

7 uvedené véty vyplyvé, ze hodnota vyrazu b+r°(ag —b) +r'(ay —b) + -+ 1" (a, —b)
nezavisi na volbé bodu b. Zévisi tedy pouze na bodech ag,ay,...,a, a ¢islech 2,7, ... /"
(jejichz soucet je roven 1). Tento vyraz nazyvame afinni kombinaci bodi ag,ay,...,an s koe-

ficienty rO,r!, ..., P" a znacime

Pag+rlay+-- +r"ay,. (13.5)

Tento vyraz je tfeba vnimat jako celek a nechapat jeho c¢asti jako vysledek aplikace
néjakych operaci. Body nelze nasobit cisly, ani je nelze s¢itat. Je tfeba mit také na paméti,
ze v tomto vyrazu musi byt soucet koeficientts 7%, 7!,... 7" roven jedné.
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Afinnim obalem nepréazdné mnoziny K C A nazyvame mnozinu vSech afinnich kombinaci
prvki mnoziny K. Afinni obal mnoziny K oznac¢ujeme symbolem Aff(K). Plati

Aff(K) = {r0a0+--'+rkak |k>1, ag,...,ax €K, '°+-- 7 = 1}. (13.6)

Véta 13.5. Pro libovolnou neprazdnou mnozinu K C A plati Aff(Aff(K)) = Aff(K).

Diikaz. Méjme bod a € Aff(Aff(K)). Tento bod je afinni kombinaci afinnich kombinaci bodu
z K. Pro jednoduchost predpokladejme, ze ve vsech afinnich kombinacich vystupuji pouze
dva body (obecny pripad se dokazuje stejné, je to jen vice psani). Je tedy

a=s"(Pay+r'a)) +s' (FPar+r'a3).

Nésledujici je zdkladni vlastnost afinnich kombinaci:

sO(ran + rlal) +5! (r2a2 + r3a3) =500+ 5" ay +s'Pay + s' Pas.

To ovSem znamend, ze a € Aff(K).

13.4 Afinni podprostory

Neprazdna podmnozina B afinniho prostoru A se zaméirenim U se nazyva afinni podprostor
afinniho prostoru A, jestlize Aff(B) = B.

K dukazu vlastnosti Aff(B) = B sta¢i dokazat, ze afinni kombinace libovolnych dvou
bodti z B je prvkem B.

Véta 13.6. Neprdzdnd podmnozZina B afinniho prostoru A se zamérenim U je jeho afin-
nim podprostorem, praveé kdyzZ existuje vektorovy podprostor V.C U takovy, Ze jsou spinény
ndsledujici podminky:

1. Pro kazdé a€ B, u €'V plati a+u € B.
2. Pro kazZdé a,b € B platib—a€V.

Diikaz. Zleva doprava: Polozme V = {c—b|b,c € B} a ovéfme podminky 1 a 2. Podminka 1:
u je tvaru ¢ —b pro b,c € B, takze a+u=a+ (c—b). To je ale podle ptikladu ?? rovno afinni
kombinaci a+ ¢ — b, takze podle definice afinniho podprostoru jde o prvek B. Podminka 2
je splnéna trivialneé.

Zprava doleva: Tady predpokladédme, Ze existuje vektorovy podprostor V C U tak, ze
jsou splnény podminky 1 a 2, a dokazujeme Aff(B) = B.

K dukazu vlastnosti Aff(B) = B sta¢i dokézat, ze afinni kombinace libovolnych dvou
bodl z B je prvkem B. Méjme tedy néjakou afinni kombinaci dvou bodt by, b; € B:

b:robo—l—rlbl, P+l =1.
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Podle definice afinni kombinace méame
b=bo+1(by—bo)+r' (b —bo) = by +r' (by —by).

Podle podminky 2 je vektor by — by prvkem V. Je tedy prvkem V i jeho nésobek r!(by — by).
Podminka 1 nam tedy zaruci b € B.

Vektorovy prostor V z Véty 13.6 se nazyva Zameéreni afinniho podprostoru B.

Priklad 13.2. Kazdy vektorovy podprostor daného vektorového prostoru je jeho afinnim
podprostorem. Naopak to neplati.

Véta 13.7. Je-li A afinni prostor se zamérenim U a B C A jeho afinni podprostor se
zamerenim V C U, pak mnozZina B spolu s vektorovym prostorem V a zobrazenim +p:
B xV — B vzniklym zuzZenim zobrazeni 4+4 je afinni prostor.

Dikaz. Prenechame ¢tenari. Je tfeba ovérit podminky definice afinniho prostoru nebo po-
stupovat podle Véty 13.6.

Afinni podprostory vzdy uvazujeme se strukturou afinniho prostoru uvedenou v pred-
chozi vété. Muzeme tedy hovofit o dimenzi afinniho podprostoru (také napiiklad o afinni
nebo bodové bazi afinniho podprostoru, které jsou definoviany déle). Je-li dimenze afin-
niho prostoru A rovna m a dimenze afinniho podprostoru B C A rovna m — 1, pak afinni
podprostor B nazyvame nadrovinou v afinnim prostoru A.

PromnozinuB={a €A |a=ap+u,ucV} kdeV CU je vektorovy podprostor, zavidime
symbolické oznaceni

B=ayp+V. (13.7)

Nasledujici véta ukazuje, ze kazdy podprostor afinniho prostoru lze charakterizovat pomoci
jednoho bodu a vektorového podprostoru zaméreni.

Véta 13.8. Méjme afinni prostor A se zamérenim U.

1. Je-li ag € A bod o V C U wektorovy podprostor, pak mnozina B=ag+V je podprostor
afinniho prostoru A, jehoZ zaméreni je V.

2. Je-li B podprostor afinniho prostoru A se zameérenimV C U, ag € B bod, pak B=ag+V .

Drikaz. Plyne z Véty 13.6.

Je-li (uy,...,un) baze vektorového podprostoru V C U, plati pro libovolny bod ag € A,
m
ag+V =<Sa€A |a=ay+ Y tiuy t,....tn €ER } . (13.8)
i=1
Rovnice
m
a :ao—i—Ztiui (13.9)

i=1
se nazyva parametrickd rovnice afinniho podprostoru ag+V.
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Priklad 13.3. Parametrickd rovnice piimky je tedy
a=ay+tu, (13.10)
kde ag je libovolny bod pfimky a u libovolny nenulovy vektor jejtho zaméreni.

Priklad 13.4. Parametrickou rovnici primky lze pomoci dvou jejich rtznych bodu a;, a
napsat takto:
a=aj+t(ay—ap). (13.11)

13.5 Afinni baze a souradnice

M¢jme afinni prostor A dimenze m se zamérenim U. Pro bod ap € A a bazi a = (uy,..., uy)
vektorového prostoru U nazyvame dvojici ¢ = (o, ap) afinni bazi afinniho prostoru A. Bod ag
nazyvame pocdtkem baze @. Afinni bézi ¢ zapisujeme také jako (m—+ 1)-tici (ug,...,um,ao).

Pro libovolny bod a € A nazyvame afinnimi souradnicemsi (souradnicovgm vyjadrenim,)
bodu a vzhledem k afinni bizi @ = (ot,a9) (m+ 1)-tici

(a_ao)a
(a_ao)a
ap = . (13.12)
(@a—ao)g
1
Cisla (a—ap)),, (a—ap)?,. .., (a—ap)™ znacime (poradeé) a(lp,a(zp, ..+, dg, pifpadné jen al,a®,...,d",

pokud je afinni baze @ zfejmé z kontextu.

Soutradnicové vyjadieni bodu a vzhledem k afinni bazi ¢ tedy vznikne tak, ze se najdou
soutadnice vektoru a —ag vzhledem k bazi o vektorového prostoru U a doplni se ¢islem 1
(davody této formality vysvitnou postupné). Kvuli odliseni od soufadnic vektori budeme
afinni soufadnice bodl zapisovat v hranatych zavorkéch.

V prikladech je nékdy nesikovné psat neustale jednicku jako posledni slozku souradnic
bodu. Pokud ji vynechame, hovorime o zkrdcengjch afinnich souradnicich.

Je-li ap=10,...,0] € R™ a a kanonickd baze vektorového prostoru R™, nazyva se afinni
baze (o,ap) afinniho prostoru R" kanonickou afinni bazi prostoru R™.

Soucet bodu a vektoru lze v afinnich souradnicich vyjadrit pomoci séitani souradnic,
pokud k soufadnicim vektoru priddme na konec nulu. Kdyz pro vektor u € U a afinni
soufadnicovy systém ¢ = (@, ap) afinniho prostoru A se zamérenim U zavedeme oznaceni

up = (”6”) , (13.13)
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mame pro libovolny bod a € A

1

(a+u)p = [ (@a—ap+u)g :

_ [ (a—ao)a

. <u61> = g+ itp. (13.14)

Parametrickou rovnici afinntho podprostoru (13.9) muzeme prepsat pomoci souradni-
cového vyjadreni bodu a vektort v afinni bazi ¢ takto:

ap = (ao)e + ih‘(”i)(p (13.15)

s tim, Ze posledni fadek této rovnice je trividlni a je mozné ho vynechat (tedy pouzit
zkracené afinni souradnice).

13.6 Matice prechodu mezi afinnimi bazemi

Méjme dvé afinni baze ¢ = (o, a0), ¥ = (B,bo) afinniho prostoru A dimenze m se zamére-
nim U. Podivejme se na nésledujici problém: jak najit souradnicové vyjadieni bodu a € A
vzhledem k bézi vy, zndme-li soutadnicové vyjadreni tohoto bodu vzhledem k béazi ¢? Pri
feseni tohoto problému mutzeme predpoklddat, ze zndme vzajemné vztahy obou bazi, tj. ze
znadme souradnice pocatku ag vzhledem k bazi y a souradnice vektort vektorové baze
vzhledem k vektorové bézi B a naopak.

Zvolme tedy libovolny bod a € A a pokusme se vypocitat jeho soutadnice vzhledem
k bazi y pomoci soufadnic vzhledem k bazi ¢:

(a*bO)B = (a*ao +a07b0)l3 = (a*ao)ﬁ +(a()*b0)ﬁ
:Mﬁ,a . (a—ao)a+ (ao —b())ﬁ. (13.16)

(Viz obr. 13.3)

Vidime, ze se nam podarilo vypocitat souradnice bodu a vzhledem k afinni bazi y
pomoci nésledujicich dat: souradnic bodu a vzhledem k afinni bazi ¢, matice prechodu od
(vektorové) baze o k bazi B a souradnic poc¢atku ag vzhledem k afinni bazi y.

Hodnoty Mg 4 a (ap —bo)g pritom nezaviseji na volbé bodu a. Pokud tedy potiebujeme
prepocitat souradnice u vice bodi, staci tyto hodnoty vypocist pouze jednou.

Nyni jesté provedeme mensi trik. Uvédomme si, ze (m+ 1)-tice ay obsahuje ve svych
prvnich m slozkach hodnoty m-tice (a —bp)y. Leva strana (13.16) je tedy soufadnicové
vyjadieni bodu a v afinni bazi y kromé posledniho fadku (obsahujiciho jednic¢ku). Posledni
vyraz v (13.16), pokud se doplni o tento radek (obsahujici jednicku), lze zase vyjadrit jako
soucin jisté matice a soufadnicového vyjadieni a,.
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¥

V2

bo
(0

Obrazek 13.3: Obréazek k matici pfechodu od baze ¢ k bazi y.

Konkrétné, pokud definujeme po blocich matici My , takto:

(13.17)
bude tato matice splnovat
Matice My, o se nazyva matice prechodu od afinni bdze @ k afinni bazi y.
Priklad 13.5. Pro libovolné tfi afinni baze @, @, @’ afinniho prostoru A plati
My g-Mpo=Mgy o. (13.19)

Priklad 13.6. Pro libovolné dvé afinni baze @, @ afinniho prostoru A dimenze m plati

My -Mpp=1, (13.20)

ULOHY KE KAPITOLE 13
13.1. Lze zavést strukturu afinnfho prostoru na jednoprvkové mnoziné {a}? Kolika zpisoby?
13.2. Lze definovat afinn{ strukturu na mnoziné A = {a,b}, kde a # b?

13.3. Uvedte priklad mnoziny A, vektorového prostoru U a zobrazeni +4 tak, aby v definici afinniho
prostoru

1. nebyla splnéna podminka 1 a byla splnéna podminka 2,
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2. byla splnéna podminka 1 a vektor u z podminky 2 neexistoval,

3. byla splnéna podminka 1 a vektor u z podminky 2 existoval vice nez jeden.

13.4. Ovérte, ze v definici kanonické struktury afinniho prostoru na vektorovém prostoru jsou
splnény podminky definice afinniho prostoru.

13.5. Libovolné tii body a, b, ¢ afinniho prostoru lze jednoznac¢né ,,doplnit na rovnobéznik“ v tom
smyslu, Ze existuje pravé jeden bod d takovy, ze vektor d — ¢ je roven vektoru b —a a vektor d — b
je roven vektoru ¢ —a. Dokazte. Situace je znazornéna na obrazku 13.4. .

¢ d—c
\.d

Obrazek 13.4: obrazek k dloze 13.5

13.6. Naleznéte a zakreslete do obrazku afinni kombinace ag+a; —az a %ao — %al “+ay (viz obr. 13.5).
Jako pomocné body pouzijte postupné vSechny ¢tyti body z obrazku.

as

ago

Obrazek 13.5: Obrazek k tloze 13.6.

13.7. Jakd afinni kombinace bodt ag, a;, a; z predchoziho ptikladu je rovna b?

13.8. Uvedte priklad afinniho prostoru A a mnoziny B C A, kterd méa vSechny vlastnosti z Véty 13.6
kromé podminky 1.

13.9. Uvedte priklad afinniho prostoru A a mnoziny B C A, kterd méa vSechny vlastnosti z Véty 13.6
kromé podminky 2.

13.10. Rozhodnéte, zda nésledujici podminka je ekvivalentni podmince ,,B je afinnim podprostorem
A“: B je neprazdna podmnozina A a existuje podmnozina V C U tak, ze jsou splnény nasledujici
podminky:
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1. Prokazdé ae B, ucV platia+u € B.
2. Pro kazdé a,be B platib—a V.

13.11. Charakterizujte viechny afinni podprostory B C R
13.12. Charakterizujte viechny afinni podprostory B C R3.

13.13. V afinnim prostoru R?> maji vzhledem k afinni béazi ¢ body [1,1], [1,2] a [~1,1] soufadnice
(po tadé) [0,1,1], [0,—1,1] a [-2,—1,1]. Najdéte afinni bézi ¢.

13.14. Lze zménit ¢iselné tidaje v zadani predchozi tlohy tak, aby neméla reseni?

13.15. Napiste matici prechodu od afinni baze ¢ k afinni bazi y, které jsou zadany obrazkem 13.6.

Obrazek 13.6: Dvé afinni baze.

13.16. Napiste matici pfechodu od afinni baze ¢ = (u1,uz,a0) k afinni bézi ¢ = (i1, i2,dp) afinniho
prostoru R?, je-li

RN
I B ]

13.17. Rozhodnéte, zda existuji dvé afinni baze @ a ¢’ afinni roviny A tak, Ze matice pfechodu
My o je rovna

O ==
S NN
- O O

13.18. Mame dvojrozmérny afinni prostor A s afinni bazi ¢. Napiste v bazi ¢ parametrickou rovnici
primky prochézejici body o zkrdcenych souradnicich [1,2], [-1,3].
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13.19. Napiste parametrickou rovnici afinntho obalu mnoziny {a,b,c} v afinni bazi @, jestlize (ve
zkrdceném soutadnicovém vyjadieni)

1. ap=[1,1,0], by = [-1,2,1], ¢y = [0,—1,—1],
2. ap=[1,2,0], by =[-1,2,2], ¢y = [2,2,—1].
13.20. Pro oba afinni podprostory z tlohy 13.19 rozhodnéte, zda obsahuji bod d, jestlize
1. dy =1[0,2,1],
2. dy =1[0,3,2].

13.21. Mame afinni bazi y afinniho prostoru z dlohy 13.19 s matici prechodu

My =

S O =
SN~
- O O

Napiste parametrické rovnice podprostoru z piikladu 13.19 v bazi y.



Kapitola 14

Afinni zobrazeni

V této kapitole budeme pracovat s afinnimi prostory A a B se zaméfenimi (po fadé) U a V.

14.1 Definice a priklady afinnich zobrazeni

Zobrazeni f: A — B afinnich prostorii A a B se nazyva afinnt, jestlize pro libovolné dva
body aj,as € A a libovolnou jejich afinni kombinaci r'a; 4+ r?a, plati

f(rlay +r*ay) = r' f(a)) + P f(a2). (14.1)

Pro pripomenuti pojmu afinni kombinace bod si prectéte zacatek kapitoly 13.3. Zejména
si uvédomte, ze r! +r* = 1.

Priklad 14.1. Z podminky (14.1) plyne jeji zobecnéni na libovolny pocet bodu:
f(Pag+rtay+ - +rFa) = PP flag) + rl fla)) + -+ K far). (14.2)
Soucet koeficientt 70, 7!,..., 7% je opét roven jedné.

Priklad 14.2. Pro libovolny bod by € B je zobrazeni f:A — B, definované predpisem
f(a) = by (tj. konstantni zobrazeni), afinni. Pro toto zobrazeni je totiz leva strana vztahu
(14.1) rovna f(rla; +r*ay) = by a pravéa r' f(ar) +r>f(az) = r'bo + r*by = by.

Priklad 14.3. Jak vime, identické zobrazeni (identita) na mnoziné X je zobrazeni Idx
takové, ze Idy(x) = x pro kazdé x € X. Identita na afinnim prostoru A je afinni zobrazeni.
Dtikaz prenechame ¢tenari.

Véta 14.1. Kompozice dvou afinnich zobrazeni je afinni zobrazend.

73
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Dikaz. Méjme dvé afinni zobrazeni f:A — B a g: B — C. Ovérime, ze kompozice go f je
afinni zobrazeni'. Na obé zobrazeni f a g miizeme pouzit (14.1), takze pro libovolné body
aj,ay €A aéisla r',r? (r' +72 = 1) mame

(g0 f)(r'ay +Pax) = g(f(r'ay + Paz)) = g(r' f(ar) +r f(a2))
=r'g(f(ar))+r*g(f(a) = r'(go f)(a1) +r*(go f)(aa),

coz dokazuje, zZe zobrazeni go f je afinni.

Véta 14.2. Mejme afinni zobrazeni f: A — B a afinni podprostory C CA a D C B. Pak
mnoZina f(C) C B je afinni podprostor afinniho prostoru B a pokud mmoZina f~'(D) je
neprdzdnd, je afinnim podprostorem afinniho prostoru A.

Afinni zobrazeni f: A — A se nazyva afinni transformace afinniho prostoru A. Afinni
projekce na podprostor afinntho prostoru A je takova afinni transformace f: A — A, Ze pro
kazdé a € A plati f(f(a)) = f(a). Smyslem této podminky je, ze projekce na podprostor se
v bodech mnoziny f(A) (kterd je afinnim podprostorem, jak vime z predchozi véty) chova
jako identita: pro libovolny bod b € f(A) plati f(b) = b. Zobrazeni f tedy zobrazuje body
podprostoru f(A) na tytéz body. Je to vskutku tak: ke kazdému bodu b € f(A) existuje
bod a € A takovy, ze b = f(a), a tedy plati f(b) = f(f(a)) = f(a) = b. Obecnéji kazdému
surjektivnimu afinnimu zobrazeni f: A — B Tikdme afinni projekce.

Priklad 14.4. Priikladem afinni transformace afinniho prostoru A je posunuti o wvektor
upg € U, coz je zobrazeni tr,,: A — A (tr jako translace), definované predpisem

tr,, (a) = a+up. (14.3)

Je uziteéné zkusit si podrobné dokazat, ze opravdu jde o afinni transformaci. Identita
(priklad 14.3) je rovnéz afinni transformace. Je to posunuti o nulovy vektor.

Priklad 14.5. Prikladem afinni projekce na podprostor je libovolné konstantni zobrazeni
f:A— A, jak se lze snadno presvédcit. Pozdéji se setkdme s dalsimi priklady.

14.2 Podrizené linearni zobrazeni

Véta 14.3. Méjme afinni zobrazeni f: A — B. Pokud pro ctyri body ay,az,as,as € A plati
ay —ay = aq — a3, pak f(ax) — fla1) = f(as) — f(as).
Dikaz. 7 predpokladu véty plyne, Ze as = a3+ (az —ay). Plati tedy a4 = az +ay —ay, kde na

pravé strané stoji bodova kombinace bodt as,az,a; s koeficienty 1, 1 a —1. Podle prikladu

14.1 tedy f(as) = f(a3) + f(a2) — f(a1), neboli f(as) = f(as) + (f(a2) — f(a1)) (soucet bodu
a vektoru). Odtud tvrzeni véty.

1Slozené zobrazeni (kompozice) go f (éteme g po f) je zobrazeni, definované predpisem (go f)(a) =
g(f(a)). Pozor na pofadi, v jiném kontextu v matematice se pouzivd opacné.
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Oznacime-li ve vété 14.3 vektor ay —a; = a4 — a3 pismenem u, dostaneme f(a; +u) —

flay) = f(as+u) — f(a3). Vektor
A(u) = f(ao+u)— f(ao) (14.4)

z vektorového prostoru V tedy nezavisi na volbé bodu ag € A, ale pouze na vektoru u € U.
Predpis (14.4) tedy definuje zobrazeni A: U — V.
Obrazek 14.1 zachycuje popsanou situaci. Vidime na ném body a;,as,as,as afinniho

A i ‘5
i S
| a4 | | |
| b L — |
i “ b i | fla2) Au) |

Obréazek 14.1: Afinni zobrazeni a podrizené linearni zobrazeni.

prostoru A takové, ze ay —a; = a4 — a3z. Obrazek ukazuje, jak by mohly vypadat obrazy
téchto bodu v afinnim zobrazeni f: vektory f(az) — f(a1) a f(as) — f(a3) se rovnaji, takze
Ize definovat zobrazeni A.

Zobrazeni A:U — V definované predpisem (14.4) se nazyva zobrazend podrizené afinnimu
zobrazeni f.

Priklad 14.6. Podfizené zobrazeni k zobrazeni tr,, z piikladu 14.4 je identita.

Prepséani vztahu (14.4) do tvaru
flao+u) = flao) +A(u) (14.5)

ukazuje, ze ke zjisténi hodnoty afinniho zobrazeni f v bodé ag+ u staci znat jeho hodnotu
v bodé ay a hodnotu podrizeného zobrazeni ve vektoru u. Pokud oznac¢ime ag+u = a,
dostaneme jinou verzi tohoto vztahu,

fla) = f(ao) +A(a—ao), (14.6)

kterd rika, jak vypocist hodnotu afinniho zobrazeni f v libovolném bodé a, pokud zndme
jeho hodnotu v bodé ap a umime vypocitat hodnotu podrizeného zobrazeni ve vektoru
a—dap.
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(14.5) a (14.6) jsou (kromeé zakladnich vlastnosti matic afinnich zobrazeni z nasledujici
podkapitoly) nejcastéji pouzivané vztahy pro afinni zobrazeni. Umoznuji feSit problémy
kolem afinnich zobrazeni pomoci jejich podrizenych zobrazeni, coz je vyhodné diky nésle-
dujici vété, ktera 1ika, ze podiizené zobrazeni je vzdy linedrni, a Vété 14.5, ktera tika, ze
afinni zobrazeni jsou pravé zobrazeni popsatelna témito vztahy. Pracovat s afinnimi zobra-
zenimi na zakladé definice, bez pomoci podrizenych zobrazeni, by bylo mnohem obtiznéjsi.

Véta 14.4. Podrizené zobrazeni libovolného afinniho zobrazend je linedrni.

Véta 14.5. Pro libovolné dva body ay € A, by € B a linedrni zobrazeni A:U — V existuje
pravé jedno afinni zobrazeni f:A — B takové, Ze f(ag) = by a A je podrizené zobrazeni
zobrazent f.

Duikaz. Ze vztahu (14.6) plyne, Ze je-li ddna hodnota zobrazeni f v bodé ap a podiizené
zobrazeni A, jsou hodnoty zobrazeni f ve vSech ostatnich bodech afinniho prostoru A jedno-
znacné urceny. Zobrazeni f danych vlastnosti tedy existuje nejvyse jedno a pokud existuje,
je dédno vztahem (14.6).

Je tedy tfeba dokézat, ze zobrazeni f dané timto vztahem je afinni a jeho podtizené
zobrazeni je A. Zvolme tedy libovolné dva body aj,a; € A a &isla r!,r> € R takova, ze
r' + 72 = 1. Déle ozna¢me a; —ag = u1, a» —ap = up. Podle vztahu (14.6) mame

f(rlal —l—r2a2) = by —i—?L(rla] +7ay —ap)
= bo—l—l(rlul —l—r2u2)
=bo+r'A(ur) + A (u2)
=r'A(a1) +*A(a2).

f je tedy afinni zobrazeni. Hodnota jeho podiizeného zobrazeni ve vektoru u € U je podle
(14.1) rovna

flao+u) — f(ao) = f(ao) +A(u) — f(ao) = A(u).

Zobrazeni A je tedy podfizenym zobrazenim afinniho zobrazeni f.

Priklad 14.7. Stredovd soumérnost se stredem ay € A je zobrazeni f: A — A definované
predpisem
fla)=2ap—a

(na pravé strané je afinni kombinace, kterou lze také prepsat jako soucet bodu a vek-
toru: f(a) = ap+ (ap —a)). Stredovd soumérnost je afinni transformace afinniho prostoru

vvvvvv

(jednodussi). Podrizené linedrni zobrazeni stfedové soumérnosti je A(u) = —u.
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14.3 Matice afinniho zobrazeni vzhledem k afinnim bazim

Méjme afinni bazi ¢ = (a,ap), o = (uy,...,u,) afinniho prostoru A se zaméfenim U a afinni
bazi yv = (B,bo), B = (v1,...,v,) afinniho prostoru B se zaméfenim V. Dale mé&jme afinni

zobrazeni f:A — B s podiizenym linedrnim zobrazenim A : U — V. Nasim cilem je na-
jit zpiisob, jak ze soufadnicového vyjadieni ay, bodu a € A vzhledem k bazi ¢ vypocitat
soufadnicové vyjadieni f(a)y jeho obrazu f(a) pfi zobrazeni f vzhledem k bazi y.

Méme

f(a) = f(ao) + A(a — ao),

¢ili podle (13.14) a s pouzitim matice Mﬁ o linedrniho zobrazeni A vzhledem k bazim «, 8,

A la—ap)y
fla)y = Ala—ao)y+ flao)y = (MB’O‘ (0 ) >+f(00)w

A
_ M5 (a—ao)a+ f(ao)y-
N —

Pokud nyni sestavime blokovou matici

: (14.7)

dostaneme
fla)y =M, ,-aq. (14.8)

Matice M{,’(p se nazyva matice afinniho zobrazeni f vzhledem k bazim @, w. K sestaveni této
matice potiebujeme nasledujici idaje: matici linearniho zobrazeni A vzhledem k vektoro-
vym bazim @, 8 a soufadnice bodu f(ag) vzhledem k afinni bézi y. Pro afinni zobrazeni
f:R™ —= R" a kanonické afinni baze ¢ prostoru R” a y prostoru R” znac¢ime matici M{Wp
jednoduse M.

Priklad 14.8. Pomoci matice afinniho zobrazeni vzhledem k afinnim bazim je snadné
charakterizovat vsechny funkce f: R — R, které jsou afinnimi zobrazenimi. Jak vime z
predpisu (14.7), matice takové funkce (vzhledem ke kanonickym bazim) ma tvar

f—_| P 4
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kde p a g jsou néjaka ¢isla. Pro funkéni hodnotu f(a) funkce f v ¢isle a € R plati
fl@) s f(ay_(p a) [a
( 1 =M 1) |0 1 1/

f(a) = pa+q (14.9)

je obecny predpis pro afinni zobrazeni f: R — R. V matematické analyze by se misto pismene
a spise pouzilo x a predpis by vypadal takto: f(x) = px+q. Afinni zobrazeni z R do R jsou
tedy presné funkce, kterym se v matematické analyze obvykle rika linedrni funkce. Zde
se nesmime nechat zmast nekonzistentni terminologii; tyto funkce urcité vsechny nejsou
linedrnimi zobrazenimi ve smyslu linearni algebry (které jsou?).

Takze

14.4 Matice afinniho zobrazeni a matice prechodu

Nejprve ukazeme, ze matice prechodu je specialnim pripadem matice afinniho zobrazeni.

Véta 14.6. Matice identického zobrazeni ids: A — A wvzhledem k afinnim bazim @, y je
rovna matici prechodu mezi témito bazemsi:

id
Mid =My . (14.10)
Dikaz. Lze provést riznymi zpusoby, naptiklad srovnanim vztaha (13.18) a (14.8).

Déle si ukdzeme, jak lze matic prechodu pouzit k prevedeni matice afinniho zobrazeni
od jedné dvojice bazi k druhé.

Véta 14.7. Pro afinni zobrazeni f: A — B a afinni bdze @, @' prostoru A a y, Y prostoru
B plati

- f
My o =My .y My o Mo,g'- (14.11)

Diikaz. Vime, ze pro libovolny bod a € A plati f(a)y = M{,,W -ag. Ukdzeme, ze pokud
vektorem aqy vynasobime matici na pravé strané (14.11), dostaneme stejny vysledek. Po-
stupné pouzijeme, co vime o matici afinniho zobrazeni a matici prechodu (vztahy (13.18)
a (14.8)). Dostaneme

f _ f
My y-Myo-Mp g -ag =My y- My, (Mg g -ag))
=My - (My-ag) =My - fla)y = f(a)y.
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