Teorie A

LKFP predndska 1, jaro 2024/25

Michal Krupka

23. tinora 2025

1 Vyrazy M-kalkulu (A-termy)

Abeceda.
- x,Y,%,... — promeénné
— X\ — abstraktor

— (,) — zévorky

Vyrazy. Mnozina A vSech vyrazi obsahuje nasledujici vyrazy (upfesnime
za chvili)

1. proménné,
2. (AxM), kde M je vyraz (abstrakce),
3. MN, kde M a N jsou vyrazy (aplikace).

Pfi zapisu vyrazu se fidime konvencemi (zde a ddle znak = znamend
syntaktickou rovnost): Vynechavani zavorek:

—~ MNL = (MN)L (vyznam: parcialni aplikace)

- Az.M = (\xM)

— obecnéji: Azy...zp.M = ANZM = (Azi(... Az, M)...)) (vyznam:
currying)

— Axe.My...M, = (Ax.M;y...M,) (dokud to jde, vSe je soucasti abs-
trakce)

V dalsim nerozliSujeme mezi proménnou (napf. ) a symbolem pro li-
bovolnou proménnou (napi. x jako zastupce pro z,y, z,...). Ctenar vzdy
pochopi, o co jde.



Podvyrazy. Mnozina Sub(M) vSech podvyrazu vyrazu M je definovina
takto:

— Sub(z) = {z}
— Sub(Ax.M) = {Az.M} U Sub(M)

— Sub(MN) = {MN} USub(M) U Sub(N)

2 Volné a vazané proménné

(Free, bound variables)

Pro vyraz M definujeme mnozinu FV(M) jeho wvolngch proménngch
takto:

- FV(z) = {z}
- FV(Axe. M) =FV(M)\ {z}
- FV(MN)=FV(M)UFV(N)
Mnozina BV (M) vdzangjch proménngch vyrazu M je definovana takto:
- BV(z)=10
- BV(Az.M) =BV(M) U {z}
-~ BV(MN)=BV(M)UBV(N)
Proménné ve vyrazu muze byt soucasné volnd i vazana. Napr. pro
M = z(Azy.x)

Je FV(M) = {z} a BV(M) = {z, y} (cviceni).

V mnoziné A ale uvazujeme pouze vyrazy, pro které jsou BV(M) a
FV(M) disjunktni. Pfesné ji tedy definujeme jako nejmensi mnozinu A, pro
kterou

1. vSechny proménné lezi v A,
2. jestlize M € A, pak (AxM) € A,

3. jestlize M, N € A, FV(M)NBV(M) =0 a BV(M)NFV(M) = (), pak
MN e A.



Kdyz FV(M) = 0, pak M je uzavreny (kombindtor). Mnozinu vSech
kombinatort v A zna¢ime A°. Symbolem A°(F) zna¢ime mnozinu vSech M,
jejichz volné proménné jsou mezi proménnymi z {Z} (FV(M) C {&}). Uzé-
vérem vyrazu M rozumime vyraz A\Z.M, kde {Z} = FV(M). (Jestlize & je
X1,...,Tn, pak {Z} znac¢i mnozinu {z1,...,z,}.)

3 Teorie )\

Z X termi vytvorime formule a pro né axiomy a odvozovaci pravidla.
Formule jsou tzv. rovnice

M =N

pro M, N € A.

Axiomy a odvozovaci pravidla. Ozna¢me M |z := N| vyraz vznikly z M
tak, ze se v M vSechny volné viskyty proménné x nahradi vyrazem N (pfesnd
definice: cviceni). Nésledujici axiom je zndm jako -konverze.

(Az.M)N = M[z := N] (8)

Proménna z nesmi byt v M soucCasné volna i vazand, kdyby byla, byli
bychom schopni v teorii A ,,dokazat* libovolnou formuli. Zkuste si jako cvi-
¢eni. My jsme se problému vyhnuli dodate¢nym predpokladem.

Church zavadél a-konverzi:

Ax.M = \y.Mlz = y] (@)

V soucasnosti se a-konverze nepouziva, misto toho se uvedené vyrazy pova-
7uji za syntakticky totozné (Az.M = \y.M [z := y]).
Jesté jeden axion:

M=M
a odvozovaci pravidla:
M =N M=N, N=1L
N=M’ M=L ’
MZ=NZ’ ZM = ZN’



M=N
.M = d\x.N

Pravidlu € se tika slabd extenzionalita.

Mnozindm formuli (rovnic) fikdme teorie. Teorie A je nejmensi mnozina
formuli, kterd obsahuje vsechny formule dokazatelné z uvedenych axiomu
pomoci uvedenych odvozovacich pravidel. Pokud rekneme néco jako ,plati
M = N (v teorii \)¥, pak tim myslime, Ze rovnice M = N je prvkem teorie
A neboli teorém.

&)

Priklad 3.1 (véta o pevném bodé). Pro kazdé F existuje X tak, ze F.X =
X: staéi polozit W = Az.F(zx) a X = WW. Uvedenou rovnici pak lze
snadno dokazat.

4 Kontexty a referencni transparentnost

Kontexty jsou pomocné vyrazy, ,A-termy s dirami“, do kterych jde dosazovat
jiné vyrazy. Od A-term se lisi tim, Ze na misté libovolného podvyrazu mohou
mit ,diru®, ktera je znacena [].

Mnozina C[] A-kontexti je nejmensi mnozina takova ze

1. z € C[] pro kazdou proménnou z,
2. [JeC[],
3. jestlize C1[], Ca[] € C[], pak (Az.C4[]) € C[] a (C41[]C%[]) € C[].

Kontexty zna¢ime vzdy ukoncené hranatymi zavorkami jako napt. C1[], Co|]
vyse. ,Dira“ v kontextu je reprezentovdana ,[]“ Znac¢i misto, kam lze do
kontextu dosadit vyraz. U kontextii vynechavame zdvorky podobné jako u
A-term.

Napriklad pro vyraz M je

Cll = Axf|lz)M

kontext.

Vyraz vznikly dosazenim vyrazu do kontextu lze snadno definovat (cvi-
¢eni), pro kontext C[]| a vyraz N se znac¢i C[N].

Napftiklad pro vyse uvedeny kontext C]] je

Cl\y.y] = Ae.(A\y.y)x) M.

Pro kontexty neplati lexikalni totoznost analogicka a-konverzi (neuvazujeme
je ,modulo a-kongruence®) (proé¢?).



Referen¢ni transparentnost. Jestlize C[] je kontext a M = N, pak
C[M] = C[N].

Diikaz. Indukei pfes strukturu kontextu (cviceni).

Referencni transparentnost je zakladni vlastnost funkciondlnich progra-
movacich jazyki. (Je-li N chédpano jako hodnota vyrazu M, pak ndhradou
N za M v libovolném kontextu dostaneme vyraz rovny puvodnimu vyrazu.)

5 Extenzionalita

Rovnost ve formulich lze chapat jako intenzionalni rovnost: dva vyrazy se
rovnaji, pokud se jejich rovnost da odvodit z jejich tvaru.

Extenzionalni rovnost je néco zcela jiného. Napr. dva algoritmy jsou
extenzionalné rovny, pokud pro dany vstup maji stejny vystup (napi. dva
ruzné fadici algoritmy).

Extenzionalni rovnost by vystihovalo nasledujici pravidlo:

Mz =Nz
M=N
Jeho pridanim k pravidlim teorie A\ dostavame teorii \ + ext.
Druhou moznosti je pfidat axiom (Church)

Ax.Mx = M pro xz ¢ FV(M). (n)

pro x ¢ FV(MN). (ext)

Dostaneme teorii 1.

Teorie A + ext a An jsou totozné.

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze Ax.Mx = M (pro x ¢ FV(M)) je teorém teorie
A + ext. Podle () mame

(A Mz)x = Mz

a z (ext) dostavame \x.Mx = M.
Naopak, predpokladejme, ze pro x ¢ FV(MN) je

Mz =Nz
teorém. Pak podle slabé extenzionality (&) je teorém i
Ax.Mx = Ax.Nzx

a pouzitim (1) vlevo i vpravo (obndsi to pouzit vic pravidel) dostédvame
teorém M = N.

Extenzionalita se v praxi prili§ nepouzivd, my se k ni jesté vratime.
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