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Ukézeme, ze A-definovatelné funkce jsou praveé rekurzivni funkce (Church,
Turing, Kleene).

1 Rekurzivni funkce

(Mnozinu N uvazujeme i s nulou.)
Jsou to ciselné funkce N™ — N (totalni), jejichz hodnoty lze pocitat
mechanickym postupem.

Inicialni rekurzivni funkce. Jsou vSechny totdlni a jsou t¥i typt:
1. Konstanta. Je to funkce Z: N — N, Z(n) = 0.
2. Funkce ndslednika. ST: N — N, ST(n) =n + 1.
3. itd projekce. m" N™ — N, ©l" (1)) = n,.

Totalni rekurzivni funkce. Mnozina rekurzivnich funkci R je nejmensi
mnozina c¢iselnych funkeci obsahujici inicidlni rekurzivni funkce a dale spl-
nujici nasledujici podminky uzavrenosti na kompozici, primitivni rekurzi a
minimalizaci.

Uzavrenost na kompozici. Jestlize funkce x,v1,...,%y, € R (vhodného
poc¢tu argumentu) pak funkce ¢ definovana predpisem
p(U) = x(¥1(d), - . ., hm (1)) (1)
lezi v R.

Uzavrenost na primitivni rekurzi. Jestlize funkce ¥ o m argumentech a
funkce x 0 m+ 2 argumentech lezi v R, pak i funkce ¢ 0 m 41 argumentech



splnujici

©(0,71) = (1),

ok +1,71) = x(k, p(k,1),7) (k>0) (2)

lezi v 'R.
Uzavrenost na minimalizaci. Jestlize funkce m + 1 argumentt y je v R,
pak i funkce ¢, kde ¢(77) je nejmensi k takové, ze x(7i, k) = 0, je v R.
Zmnacenti:

@(i) = pklx (7, k) = 0. (3)
Aby funkce ¢ byla totdlni, musi pro kazdé 7 existovat k tak ze x(7i, k) = 0.

Cviceni 1. Ukazte, ze nasledujici funkce jsou rekurzivni: 1. konstanta 1, 2.
s¢itdni (pomoci primitivni rekurze), 3. odec¢itdni — zkuste jednak jako to-
talni funkci s tim, Ze zadporny rozdil nahradite nulou, a jednak jako parcidlni
funkci, pomoci minimalizace s porusenou podminkou totalnosti.

2 M-definovatelnost rekurzivnich funkci

Véta 1 (Kleene). Totdlni numerickd funkce je rekurzivni prave kdyz je A-
definovalelnd.

Nastin dikazu. Nejprve ukazeme A-definovatelnost libovolné totalni rekur-
zivni funkce. Zacneme tim, ze ukdzeme A-definovatelnost inicidlnich rekur-
zivnich funkci.

To bude snadné: Konstantu Z lze definovat termem Az."07 = K"0™
Funkce naslednika ST je definovatelnd vyrazem ST (stejné znaceni pro dvé
ruzné véci). Projekce 7} je definovatelna vyrazem

ALQ ... Ty Tk

Ted kompozice. Predpokladejme, ze funkce x, ¥1, . . ., ¥y, jsou definovany
termy (pofadé) S,T1,...,T,,. Pak funkci ¢ z (1) lze definovat termem

AE.S (Ty(F)) ... (Ton())

Primitivni rekurze: necht numerické funkce ¢, 1 a x spliuji (2) a funkce
¥ a x jsou definovany termy (potadé) S a T'. Pak ¢ je definovano termem

YA fzy.(Zero x)(SZ) (T(f(P_x)gj’)(P_x)gj’)



(ovérte).
A konec¢né minimalizace. Nejprve predpokladejme, Ze P je takovy vyraz,
ze pro libovolné n se P"n' redukuje na True nebo False. Pak pro

Hp = O(Ahz.(Pz)z(h(572)))
se vyraz
uP = Hp 07

redukuje na nejmensi numerdl "n', pro ktery P'n' = True. Nyni, jestlize
funkce x je A-definovana vyrazem S, pak funkce ¢ z (3) mize byt definovina
vyrazem

AZ.u[Ay.Zero(SZy)].

Ve druhé c¢asti dikazu strucéné ukazeme, ze je-li totalni numericka funkce
A-definovatelnda, pak je rekurzivni. Nejprve si uvédomme jednu véc: jelikoz
standardni numerély jsou (vzajemné ruzné) normélni formy, z Churchova-
Rosserova teorému plyne, ze rovnost "m ' = "n' plati, jediné kdyz m = n.

Daéle uz se jen odkazeme na poznatky o rekurzivnich funkcich nesou-
visejici s A-kalkulem. Jestlize funkce ¢ je definovana vyrazem F', pak jeji
hodnotu v ktici 7 ziskdme prevodem aplikace F"ni"'... " n; ' na norméalni
tvar a interpretaci vysledku jako numeralu néjakého cisla. To je algoritmicky
(rekurzivni) postup, z ¢ehoz plyne, Ze funkce ¢ je rekurzivni.

To je konec dukazu.

3 Obecné systémy numerala

Pozoruhodny poznatek: z vlastnosti standardnich numerala jsme v dikazu
pouzili jen fakt, ze mame vyrazy na testovani nulovosti, naslednika a pred-
chidce. Muzeme tedy tvrzeni podstatné zobecnit na libovolny systém nu-
merdlu d, ktery sestava z uzavienych vyrazl dg, dy, ... a vyrazli Zerog a S;
tak, ze pro vSechna n

S:lrdn = dn+1,
Zero dg = True,

Zerody, 41 = False.
Vijraz pro predchiidce v d je vyraz P; takovy, Ze pro kazdé n je

Pcl_d”+1 = dn



Rekneme, ze numericks funkce ¢ k argumentt je A-definovatelnd v d,
jestlize existuje vyraz F' tak, ze pro vSechna 71 délky k je

Fdy, ...dp, = dya)-
Nyni,

Véta 2. KazZda rekurzivni funkce je A-definovatelnd v d, prdaveé kdyz v d
existuje vyraz pro predchudce.

Diikaz. Jednoduchym zobecnénim dikazu Véty 1.

Pokud napriklad existuje vyraz pro predchiidce pro Churchovy nume-
raly (cviceni), plati, Ze kazda rekurzivni funkce je A-definovatelnd pomoci
Churchovych numerali.

4 Poznamka parcialnim funkcim

Definici rekurzivnich funkci snadno rozsifime na parcialni funkce tim, ze u
minimalizace pripustime libovolnou funkci x (je dokazano, ze ale stéle staci,
aby byla totaln{). Narazime ale na vyznamné problémy.

Za prvé, je tfeba jinak definovat term A-definujici kompozici A-definova-
telnych funkci. Napriiklad konstanta @) = Z je, jak vime, A-definovatelna
vyrazem ' = K"0" a parcialni funkce ¢ : N — N s prazdnym definiénim
oborem vyrazem G = K. Kompozice 1 o ma také prazdny defini¢ni obor,
ovsem vyraz Az.F'(Gz) ji nedefinuje (ovéite).

A za druhé, je tfeba rozhodnout, jaké termy maji reprezentovat neexis-
tujici hodnotu. Pokud totiz napt. parcialni funkce ¢ neni definovana v ¢isle
n a vyraz F funkci A-definuje, pak aplikace F™n' nesmi mit za normalni
formu numeral.

To je problém bézné reseny ve funkcionalnich jazycich, kde neexistujici
hodnotu obvykle reprezentuje vyraz Bottom znaceny L.

Zpusob, jak jsme v dikazu Véty 1 vyresili minimalizaci, ukazuje, ze
vyraz pro neexistujici hodnotu by viibec nemél mit normalni formu. Déle
pozadujeme, aby neexistujici hodnota byla jen jedna. To nés vede k prvnimu
navrhu: za neexistujici hodnotu povazovat libovolny vyraz, ktery nemé nor-
malni formu a k teorii A pridat axiomy

Jestlize M a N nemaji normélni formu, pak M = N.

Tato cesta ovSsem neni spravna, protoze vysledna teorie by byla nekonazis-
tentni: pro M = Az.2KQ a N = Az.2SQ2 z M = N odvodime MK = NK,
coz vede k K =S, coz je ovSem, jak vime, kontradikce.



Druhé teseni spociva v pouziti vyrazu, které nemaji hlavovou normdini
formu (hnf). Hlavové normélni formy jsou vyrazy

AT1 .. T yMy ... M,.

Cisla m a n mohou byt i nulova; je-li m = 0, jde o aplikaci yM; ... M,.
Proménné y miize byt jednou z proménnych xi ... x,,.

Kazda normalni forma je i hlavovou normalni formou. Naopak to neplati
a také neplati, ze by se dvé ruzné hnf nemohly rovnat.

Vyrazy vytvarené v A-definici minimalizace nemaji hlavovou normélni
formu a takové uz lze k reprezentaci neexistujicich hodnot pouzit, kdyz pri-
dédme axiomy

Jestlize M a N nemaji hlavovou normalni formu, pak M = N.

V jazycich s linym vyhodnocovanim se pouzivaji slabé hlavové normdlni
formy, coz jsou vyrazy tvaru

Ax.M,
le . Mn

(tj. télo funkce a argumenty aplikace se nevyhodnocuji).
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