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Uvod z roku 2018

V roce 1984 uvedla firma Apple Computer na trh pocita¢ Macintosh, ktery prinesl revoluci
v grafice na osobnich pocitacich. Uz v prvni verzi programétorské dokumentace k Ma-
cintoshum (Inside Macintosh I, II, TII, Addison-Wesley, 1985), se v ¢asti vénované grafice
doc¢teme toto:

To create graphics that are both precise and pretty requires not superchar-
ged features but a firm mathematical foundation for the features you have. If
the mathematics that underlie a graphics package are imprecise or fuzzy, the
graphics will be, too.

Macintoshe byly po mnoho let od svého uvedeni nejpouzivanéjsi platformou pro profesio-
nalni praci v pocitacové grafice.

M3 osobni zkusenost vyse uvedeny citat potvrzuje. Po roce 2000 jsem nékolik let pro-
gramoval graficky software v knihovné (Win32 API), kterd neméla, co se tyce grafiky,
presné specifikované matematické zaklady (byly ,imprecise® a ,fuzzy“). Ziskat v ni presny
a pékny vysledek (,,precise and pretty“) bylo proto obtizné a neziidka v podstaté nemozné.
nez tehdy. Slozitéjsi jsou i jeji matematické zaklady; uvedené pouceni ovsem stéle plati.

Tento ucebni text se vénuje zakladnim poznatktim z oblasti geometrie, na kterych stoji
moderni pocitacova grafika. Obsah se snazim podavat tplné (vétsina tvrzeni je dokdzéana),
matematicky korektné a presné, a soucasné ctivé. Doplnuji jej mnoha ilustrativnimi pti-
klady, které by mély zvysit srozumitelnost a usnadnit pochopeni. Mnohé z nich jsou ori-
entovany na pocitacovou grafiku. Zavér jednotlivych kapitol obsahuje tlohy k feseni. Ty
jsou koncipovany s hlavnim cilem pomoci ¢étenaii v pochopeni teorie a pii jejim pouziti
v realnych situacich.

Text je urcen predevsim studenttim bakaldfského studijniho programu informatiky a
pribuznych obort. Hlavnim cilem je, aby ¢tenar pochopil principy; tak bude schopen resit i
netrividlni problémy, na néz programator, ktery je pouhym uzivatelem grafickych knihoven,
nestaci. Pro studenty matematickych disciplin mohou byt uzitecné ukizané aplikace.

Text vznikl podstatnym prepracovanim a doplnénim ucebniho textu z roku 2008 za
podpory projektu FRUP_ 2017__052. Bude jisté i nadale vylepSovan. Uvitdm veskeré pri-
pominky a naméty.



Olomouc, leden 2018 Michal Krupka
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Kapitola 1

Vektorové prostory

Pro pochopeni textu je treba, aby student rozumél zakladim linearni algebry. Ty strucné
pripomeneme v této kapitole.

1.1 Vektorovy prostor

S vektory se setkdvame ve fyzice i matematice (v informatice vektorem obvykle rozumime
néco jiného). Dulezité fyzikalni vektory jsou napiiklad vektor rychlosti, zrychleni, sily.
Na nich 1ze dobfe pochopit zakladni vlastnosti vektorti, které jsou pak vtéleny do jejich
matematické definice. Pokud se napiiklad snazim preplavat feku rychlosti u (u je vektor;
jisté zalezi na sméru, kterym plavu) a samotna feka tece rychlosti v (opét vektor), bude
m4 vysledna rychlost rovna sou¢tu u+v (obr. 1.1).

Obréazek 1.1: u: rychlost plavce ve stojaté vodé, v: rychlost proudu vody, u+ v: skutecna
rychlost plavce.

V matematice se vektory (kromé linedrni algebry) pouzivaji v mnoha oblastech, napii-
klad v geometrii. Matematickd definice vektoru zavadi abstraktni pojem, ktery je tvoren
nékterymi vlastnostmi vektort prevzatymi z reality. Které vlastnosti to jsou, je véci volby.
V zékladni definici, jak se v matematice ujala, se naptiklad nehovori o délce vektoru a thlu
(odchylce) mezi dvéma vektory.
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Rekneme, 7e na mnoziné U je dana struktura vektorového prostoru (nad polem redlnych
Cisel; jiné typy vektorovych prostori zde neuvazujeme), je-li na ni ddna bindrni operace +
a zobrazeni -y : R x U — U tak, ze U spolu s operaci + je komutativni grupa a zobrazeni
-y splnuje pro kazdé rse R au,ve U

l-yu=u, (1.1)
ru(s-yu)=(rs) uyu, (1.2)
(r+s)yu=ryut+s-yu, (1.3)
ry(utv)=ryu)+ryv. (1.4)

Mnozina U spolu se strukturou vektorového prostoru se nazyva vektorovy prostor. Prvkim
vektorového prostoru fikdme vektory, redlnym ¢islim, pokud je pouzivame jako argumenty
zobrazeni -y, skaldry. Operace + na U se nazyva scitani vektoru, jeji neutralni prvek se
nazyva nulovy vektor a oznacCuje 0. Zobrazeni -y nazyvame ndsobeni vektoru skaldrem.
Jeho hodnoty obvykle zna¢ime takto: r-yu =r-u = ru. Podminky (1.1)—(1.4) tedy muzeme
prepsat takto:

l-u=u, (L.1y
r(su) = (rs)u, (1.2)
(r+s)u=ru+su, (1.3)
r(u+v) =ru+rv. (1.4)

Priklad 1.1. Zékladnim piikladem vektorového prostoru je mmnozina R", tedy mnozina
vSech usporadanych n-tic realnych ¢éisel se sc¢itanim vektori a nasobenim skaldrem danym
obvyklym zptsobem po slozkach. Tato struktura vektorového prostoru na R” se nazyva
kanonickd. Pokud nefekneme jinak (a to kromé tloh k této kapitole nikdy nefekneme),
uvazujeme mnozinu R” vzdy automaticky s kanonickou strukturou vektorového prostoru.
Proto mtzeme o R"” mluvit jako o vektorovém prostoru a fikat ,,vektorovy prostor R"*, aniz
bychom specifikovali, jakou strukturu vektorového prostoru mame na mysli.

Priklad 1.2. Je ovSsem nutné pochopit, ze nejen R” je vektorovy prostor. Naptiklad fyzi-
kélni vektory jisté nejsou n-ticemi redlnych ¢isel (a neexistuje jednozna¢ny zpusob, jak jim
n-tice redlnych ¢isel priradit!).

Priklad 1.3. Ozna¢me P, mnozinu vsech polynomt stupné nejvyse n. S¢itani polynomi a

nasobeni polynom ¢islem definuje na mnoziné P, strukturu vektorového prostoru. (Pouziva
se napiiklad v sifrovani.)

1.2 Podprostory a souciny

Linedrni kombinace vektori uy,...,ux € U s koeficienty r', ... r* je vektor rluy+- -+ rfug. O
vektorech uy, ..., u; ikéme, ze jsou linedrné zdvislé, pokud existuji koeficienty r!,...,r* € R,
z nichz alespon jeden neni nulovy, tak, ze prislusné linedrni kombinace je nulovy vektor.
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Pokud bychom nepozadovali, aby alespon jeden koeficient byl nenulovy, existovaly by
takové koeficienty vzdy, protoze at jsou vektory ui,...,u; jakékoli, vzdy plati O-u; +---+
0-u,=0.

Vektory uy,...,u; se nazyvaji linedrné nezdvislé, pokud nejsou linearné zavislé. Tuto
podminku lze zformulovat i takto: pokud je linedrni kombinace vektoru uy,...,u; nulova,
jsou vsechny jeji koeficienty nulové. Neboli: z rluj + -+ *ux =0 plyne r! = ... =k = 0.
Tato podminka se dobfe prakticky ovéruje.

Jsou-li vektory uy,...,u; linedrné nezavislé, pak pro kazdy vektor v € U existuje nejvyse
jedna k-tice ¢isel (r',...,r%) takova, Ze r'uj +---+rfuy = v. To lze zformulovat i takto:
rovnice r'uy +--- +rfup = v (kde nezndmé jsou ¢isla r',...,7*) ma nejvyse jedno fesent.

V definici linearni nezévislosti jsme to pozadovali jen pro v=0.

Linedrnim obalem mnoziny K C U rozumime mnozinu vSech linedrnich kombinaci vSech
konecénych n-tic vektort z K pro vSechna prirozend ¢isla n. Linearni obal mnoziny K znac¢ime

(K). Pokud je mnozina K konecné, K = {uy,...,u;}, znaéime jej také (uj,...,u;). Rikime,
ze mnozina K generuje vektorovy prostor U, pokud (K) =U.
Pokud mnozina {uy,...,u;} generuje vektorovy prostor U, mé pro libovolné v € U rov-

nice rluy + -+ rfuy = v vzdy alespon jedno TeSeni.

To neni zadny hluboky poznatek, jen preformulovani definice.

Méjme nepréazdnou podmnozinu V vektorového prostoru U spliujici (V) = V. Jinymi
slovy, pro libovolnych k vektort vy,...,v € V a libovolnych & ¢isel r!,..., 7% € R vzdy plati
rlvi 4+ € V. Diky této vlastnosti lze na mnoziné V zavést strukturu vektorového
prostoru zuzenim scitani vektorti a nasobeni skaldrem na V. Mnozinu V vzdy uvazujeme
s touto strukturou a nazyvame vektorovym podprostorem vektorového prostoru U.

Jsou-li U a V vektorové prostory, lze na mnoziné U x V zavést strukturu vektorového
prostoru tak, ze se s¢itani vektori a nasobeni skalarem definuje takto:

(1,v1) + (u2,v2) = (w1 +uz,v1 +v2), (1.5)
re(u,v) = (ru,rv) (1.6)

pro libovolné vektory uj,uy,u € U, vi,v,v € V a éislo ¢ € R. Vektorovy prostor U XV se
nazyva soucin vektorovich prostori U a V.

1.3 Baze a souradnice

Usporadanou m-tici o = (uy,...,u,) vektoriu vektorového prostoru U nazyvame jeho bdze
(cely pojem je tedy bdze vektorového prostoru), pokud jsou vektory uy,...,u, linedrné
nezavislé a pokud mnozina {uy,...,u,} generuje vektorovy prostor U.

V dalsim textu definujeme pojmy, které ve svém nézvu obsahuji slovo ,baze“ (afin-
ni baze, bodova baze). Abychom zabranili nedorozumeéni, budeme o bazich vektorovych
prostoru hovorit také jako o vektoroviyjch bazich.
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Nasleduje poznatek, ktery je hluboky:
Véta 1.1. Vsechny bdze vektorového prostoru U maji stejnij pocet proki.

Pocet prvka baze vektorového prostoru se nazyva jeho dimenzi.

Vektorovy prostor U nemusi mit zddnou bézi, a tedy ani dimenzi. O takovych vekto-
rovych prostorech fikdme, zZe maji nekonecnou dimenzi. Priklady lze snadno zkonstruovat,
ale v geometrii se vektorovym prostorim nekonecné dimenze nebudeme vénovat (hodi se
ale v pocitacové grafice).

Je-li o= (uy,...,u,) béze vektorového prostoru U, pak rovnice rluj +---+r"u,, = v ma
pravé jedno reseni (rl,...,rm). Cislar!,..., /" obvykle zna¢ime (potradé) v(lx, ...,Vy, pripadné
jen v!,...,v" pokud je baze, ve které vektor v vyjadiujeme, ziejma z kontextu. Celou m-
tici (vi,-..,V) znacime vy a nazyvame souradnicemi vektoru v v bdzi o. V pifpadé, ze
nesetiime mistem, ji pisSeme do sloupce:

m-ticim c¢isel jsme bézné zvykli rikat vektory a mluvit napf. o ndsobeni matice vektorem.
Jak vime, ve skutecnosti se o vektory opravdu jedn4, a to konkrétné o vektory z vektorového
prostoru R™. Nesmime ale zapominat, ze nejde o jediny mozny typ vektort.

Scitani vektort a nasobeni skalarem lze pocitat pomoci souradnic. Pro libovolné dva
vektory v,w € U a cislo r totiz plati:

kde na pravé strané sc¢itdme a nasobime c¢islem m-tici c¢isel.
Je-li & = (dy,...,d,) druhd baze vektorového prostoru V, muzeme kazdy vektor béze o
vyjadrit v této druhé bazi a souradnice dat do matice:

() ()f - )
Moo = (”1:)6: (”2:)55 (”rtl)a ' (1.10)
(u)g (2)g - (um)y

Jak 1ze snadno ovérit pomoci (1.8) a (1.9), pro kazdy vektor v plati

Va :M(_xja‘V(x. (1.11)
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Matici Mg, o tedy mizeme pouzit k vypoctu souradnic vektoru v v bazi & z jeho soufadnic
v bazi o. Matice Mg o se nazyva matice prechodu od bize o k bazi @.
Pro matice prechodu také plati

Méc,oc 'Moc,éc =E,, (1.12)
Ma.o - Mo/ .0 = Ma,a; (1.13)
kde o, o' a @ jsou libovolné baze a E,, je jednotkova matice.

Vztah (1.12) fikd, ze matice Mg g je inverzni k matici Mg o (a naopak). Vztah (1.13)
umoznuje podstatné zjednoduseni nékterych vypocti, jak jesté uvidime v dalsim textu.

1.4 Linearni zobrazeni a jejich matice

Zobrazeni A : U — V vektorovych prostori U a V se nazyva linedrni, jestlize pro kazdé
vektory uj,up,u € U a skalar r plati

l(u1+u2):l(u1)+l(u2), (1.14)
A(ru) = rA(u). (1.15)

Podminky (1.14) a (1.15) jsou ekvivalentni podmince
2wy 4 rup) = r A(uy) + P2 A (). (1.16)

Mnozina A(U), tedy obraz mnoziny U pri zobrazeni A se nazyva obraz (image) zobrazeni
A. Je to vzdy vektorovy podprostor vektorového prostoru V. Mnozina kerA ={u € U | A (u) =
0} (tedy vzor mnoziny {0} pii zobrazeni 1) se nazyva jddro linedrniho zobrazeni A. Je to
vzdy vektorovy podprostor vektorového prostoru U.

Je-li o = (uy,...,uy) baze vektorového prostoru U, plati pro kazdy vektor u € U (s po-
uzitim (1.16)):

Au) = A( (lxul + - UUy) = ual(ul)—i—--'—l—u’gk(um).

Hodnota zobrazeni A ve vektoru u tedy zdvisi jen na jeho hodnotich v prvcich baze o
a na souradnicich vektoru u v bazi o. Linearni zobrazeni A je tedy jednoznacéné urceno
hodnotami A (uy),...,A(uy,) €V.

Zvolme nyni navic bazi f = (v1,...,v,) vektorového prostoru V a vyjadieme v ni prvky
A(up),...,A(up). Dostaneme n-tice
AR
up B Uy B
Aur)p = Alum)p =
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Pro souradnicové vyjadieni vektoru A(u) v bézi B plati

Au)g = u}xk(m)ﬁ + A ugA(um) g

M) M)
P IR B I
A M)
To Ize napsat jako soudin jisté matice s vektorem ug:
Alu)g =Mp 4 - g, (1.17)
kde matice M , je ddna takto:
M)y Ay o A}
Mj = WI)’% M@’% Mu.m)% : (1.18)
Ay A o Al

Matice obsahuje ve sloupcich souradnice obrazi vektort baze a v bazi B. Jmenuje se matice
linedrniho zobrazeni A vzhledem k bazim a a .

Uzite¢nost matice linedrniho zobrazeni vyplyvé ze vztahu (1.17). Ten ukazuje, Ze zndme-
li matici linedrniho zobrazeni vzhledem k bazim o a 3, 1ze s jeji pomoci vypocéitat souradnice
obrazu libovolného vektoru (v bézi ), zname-li jeho souradnice v bazi a.

Linedrni zobrazeni A :U — U se nazyva linedrni transformace vektorového prostoru U.
Pro bézi a prostoru U znaéime matici M2 , jednoduse M/, a fkéme ji matice linedrni
transformace A vzhledem k bdzi o. /

ULOHY KE KAPITOLE 1

1.1. Definujte na intervalu (0, o) strukturu vektorového prostoru.
1.2. Definujte na mnoziné R jinou nez kanonickou strukturu vektorového prostoru.

1.3. Definujte strukturu vektorového prostoru na jednoprvkové mnoziné {u} a dvojprvkové mnoziné

{u,v}.

1.4. Ovéite, 7ze vztahy (1.5) a (1.6) opravdu definuji na mnoziné U x V strukturu vektorového
prostoru.

1.5. Na obr. 1.2 jsou zndzornény vektory ui, up, uz a v v dvojrozmérném vektorovém prostoru
U. Odhadnéte z obrazku soufadnice vektoru v vzhledem k bazim @) = (u,u2), @ = (uj,u3) a
o = (up,u3). Vyjadiete alespont dvéma zpusoby vektor v jako linedrni kombinaci vektori uy, up,
u3.
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Obrazek 1.2: Obrazek k tloze 1.5

1.6. Je dvojice (u3,v) z obr. 1.2 baze? A dvojice (v,u3)? Odhadnéte to z obrézku a pak ovéite
vypoétem pomoci souradnicového vyjadreni téchto vektort v jedné z bazi o, o, a3 (nebo ve vice).

1.7. Najdéte bazi f = (wy,w2) vektorového prostoru z dlohy 1.5 tak, aby
L (m)p=(1,1) a (u2)p = (1,-1),
2. (u)p=(1,1) a (u2)p = (3,-3),
3. (ur)p = (128, g153) a (u2)p = (256, 7551 )-

Vektory w; a wy vyjadiete pomoci jedné z bazi a, o, oz. Vysledek nejprve zkuste odhadnout
7z obrazku (pokud to lze), pak ho ovéfte vypoctem. Pokud to lze, nadrtnéte bazi do obrazku.

1.8. Je jeden vektor linedrné nezavisly?

1.9. Plati, ze pokud jsou vektory linedrné nezavislé, nelze zadny z nich vyjadrit jako linearni
kombinaci ostatnich? Proc¢? Plati, Ze pokud jsou linedrné zavislé, lze kazdy z nich vyjadrit jako
linearni kombinaci ostatnich? Pro¢? Uvedte priklady.

1.10. Ovérte rovnice (1.8) a (1.9).
1.11. Jak vypada matice pfechodu Mg 7

1.12. Napiste vsech Sest moznych netrividlnich matic pfechodu mezi bazemi oy, @, 03 z tlohy 1.5
a ovérte, ze souradnice vektoru v v téchto bazich se spravné transformuji.

1.13. Ukazte, ze podminky (1.14) a (1.15) jsou opravdu ekvivalentn{ podmince (1.16).

1.14. Zjistéte podle definice, které z nasledujicich funkci z R do R jsou linedarnimi zobrazenimi:

Mx)=x+1 Ao (x) = x? A3(x) = x, Aa(x) = sinx
Aslx) = =5, Ao (x) = 0, Jox) =1, As(x) = 2.

1.15. Charakterizujte vSechna linearni zobrazeni z R do R.

1.16. Charakterizujte vSechna linedrni zobrazeni z R do (0,4), z (0,4) do R a z (0,4e0) do
(0,400), kde interval (0,-+e0) je uvazovan se strukturou vektorového prostoru, kterou jste na ném
zavedli v tloze 1.1.
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1.17. Dokazte, ze jadro a obraz linearniho zobrazeni jsou vektorové podprostrory.

1.18. Uvedte priklad vektorového prostoru dimenze 1, jehoz prvky jsou usporadané dvojice realnych
Cisel.

1.19. Zjistéte, grafy kterych funkei z tlohy 1.14 jsou vektorovymi podprostory R?. (Graf funkce
A:R — R je mnozina usporddanych dvojic prvku R a jejich obrazu. Nékdy se graf funkce ztotoziuje
se samotnou funkei.)

1.20. Charakterizujte vSechny vektorové podprostory R2.

1.21. Jsou viechny vektorové podprostory R? grafem néjaké funkce z R do R? Jsou viechny jedno-
rozmérné vektorové podprostory R? grafem néjaké funkce z R do R?

1.22. Charakterizujte vSechny vektorové podprostory v R3.

1.23. Méjme zobrazeni d: P, — P,,, které kazdému polynomu pritadi jeho derivaci. Ukazte, ze d je
linearni zobrazen{ a najdéte jeho jadro a obraz. Zkonstruujte jeho matici vzhledem k néjaké bazi
prostoru P,.

1.24. Linedrni zobrazeni zobrazi vektor o soufadnicich (1,2,—1) na ¢islo 1 a vektor o soufadnicich
(2,—4,0) na cislo —2. Na jaké ¢islo zobrazi vektor o souradnicich (0,4,—1)7 A vektor o souradnicich
(2,0,2)?

1.25. Pro funkce z tlohy 1.14, které jsou linearnimi zobrazenimi, napiste jejich matice vzhledem
k bazi o = (1).

1.26. Dokazte, ze pro bize « a B vektorového prostoru U plati Mg o = Mi;’é‘, kde idy je identické
zobrazeni prostoru U, tedy zobrazeni dané predpisem idy (u) = u.

1.27. Vratme se k tloze 1.5 a uvazujme linedrni zobrazeni A: U — R takové, ze A(u1) =1 a A(uz) = 1.
Napiste matice Mﬁ o> kde a jsou postupné béze oy, ap a 03 a B je baze R tvorend vektorem —1.

Cemu se rovna A(v)? Ovéite na nalezenych maticich.

1.28. Podobné jako v predchozim prikladé napiste vSechny matice Mﬁz. B kde A: R — U je linedrni

zobrazen{ takové, ze A(1) =v a baze a a B jsou stejné jako v predchozim pifkladé. Cemu se rovna
A(2)? Ovérte na nalezenych maticich.

1.29. Navazme jesté jednou na tilohu 1.5 a uvazme linedrni zobrazeni A: U — U takové, Zze A (u;) = uy
a A(up) = u3. Najdéte matice zobrazeni A vzhledem ke vSem moznym dvojicim bazi oy, o a 3.
Cemu se rovnd A(v)? Odhadnéte a pak ovérte na nalezenych maticich.



Kapitola 2

Afinni prostory

Afinni prostor je abstraktni matematicky model, ktery popisuje v idealizované podobé
nékteré vlastnosti naseho trirozmérného prostoru. Vychazi z predstavy, ze prostor je slozen
z bod1, které 1ze rovnobézné posouvat o libovolny vektor.

2.1 Afinni prostory

Afinni prostor je neprazdna mnozina A (pozdéji i B, C a podobné), kterou jsme vybavili
moznosti posouvani bodt o vektory, jak je napsano v ivodnim odstavci. Je to tedy mnozina
spoleéné s néjakou strukturou. Na rozdil od jednoduchych algebraickych struktur (které
obvykle sestdvaji z jedné mnoziny s danymi operacemi a relacemi) musi struktura afinniho
prostoru obsahovat i néjaky vektorovy prostor, jehoz prvky jsou vektory, o které lze nase
body posouvat. Posunuti bodu o vektor nazyvame soucet bodu a vektoru. Je to zobrazeni,
které bodu a vektoru prifazuje bod. Vysledek souctu bodu a a vektoru u znacime a+4 u,
nebo, pokud nemtze nastat nedorozuméni, prosté a+ u.

Jak je v matematice obvyklé, z vlastnosti, které pozadujeme, aby afinni prostor mél, se
snazime vybrat co nejmensi pocet co nejjednodussich tak, aby se z nich vsechny podstatné
vlastnosti afinniho prostoru daly odvodit. To lze udélat ruznymi zpusoby (na Wikipedii
je naptiklad uvedena jind definice afinniho prostoru nez zde). Nékteré vlastnosti readlného
prostoru, ktery pomoci afinnich prostori modelujeme, zadmérné do definice neddvame a
také z ni nejdou odvodit. Nezavadime naptiklad moznost mérit vzdalenost dvou bodt.

Rekneme, e na neprazdné mnoziné A je dana struktura afinniho prostoru (strucnéji
afinni struktura), je-li dén vektorovy prostor U a zobrazeni +4:A x U — A (znacené obvykle
infixové) takové, ze

1. pro vSechna a € A, u,ve U
(at+au)+av=a+a(utv), (2.1)

17
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2. pro vsechna a,b € A existuje pravé jedno u € U tak, ze

a+au=>b. (2.2)

Mnozina A se strukturou afinniho prostoru se nazyva afinni prostor, jeji prvky se na-
zyvajl body. Vektorovy prostor U se nazyva zaméreni afinniho prostoru A.

Zobrazeni 4 se nazyva scitdni bodi a vektori. Pro libovolnéa € A a u € U se bod a+au
nazyva soucet bodu a a vektoru u. Dolni index A vétSinou vynechavime a misto a+4 u
piSeme prosté a+ u.

Jelikoz podle podminky 1 definice plati (a+u)+v=a+ (u+v), mizeme pfi pricitani
dvou vektoru k bodu vynechat zavorky a psat pouze a+u+v.

Vektor u z podminky 2 se oznacuje b —a. Podminka tika, ze tento vektor existuje pro
libovolné a a b, a to pravé jeden. Ptirazenim (a,b) — b —a je tedy jednoznacné urcené
zobrazeni z A X A do U. Vektoru b — a se 1ika rozdil bodi b a a. Ptimo z definice tedy pro
kazdé dva body a a b plyne

a+(b—a)=>b (2.3)

(jako b —a jsme si totiz oznadili vektor u z podminky 2, tedy vektor, pro ktery plati
a+u=>n).

Afinni prostory si muzeme celkem snadno predstavit. Napriklad kus papiru nebo tieba
obrazovku poéitace muzeme chapat jako ¢ast néjakého afinniho prostoru (v druhém pii-
padé si ovSem nesmime plést bod s pixelem!). Jak si v takovém piipadé predstavit vektory?
Podle podminky 2 definice struktury afinniho prostoru urcuje kazda dvojice bodu jedno-
znatné néjaky vektor (,,pro vSechna a,b € A existuje pravé jedno u € U ..“), nabizi se tedy
predstavovat si vektor jako néco, co je témito body néjak jednoznacné urceno. Ujala se
sipka vedouci z druhého bodu do prvniho, jak je vidét na obrazku 2.1.

Obrazek 2.1: Body a, b a vektor b —a.

Tato predstava dobfe odpovida i prvni podmince definice, jak vidime na obrazku 2.2.
Podle ni se ma bod (a+u)+v rovnat bodu a+ (u+v), coz je opravdu v souladu s geome-
trickym zptisobem, kterym znéazornujeme soucet dvou vektora (rovnobéznikovd metoda).

Ke grafickému zndzornovani vektoru je tfeba jesté dodat, ze dvé rizné sipky mohou
znazornovat tyz vektor, a to pokud body, které je urcuji, tvori vrcholy rovnobéznika.
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a—+u

u-+v

a—+u-+v

Obrazek 2.2: Grafické znédzornéni podminky 1. definice afinni struktury.

Je-li U vektorovy prostor konecné dimenze, iika se o afinnim prostoru A, zZe je také
konec¢né dimenze. V takovém priipadé dimenzi afinniho prostoru A nazyvame dimenzi vek-
torového prostoru U. Nemé-li vektorovy prostor U konecnou dimenzi, fikdme i o afinnim
prostoru A, ze nemd konecnou dimenzi (mé nekoneénou dimenzi, je nekoneéné rozmeérny).
Afinni prostor dimenze 1 se nazyva afinni primka, afinni prostor dimenze 2 afinni rovina.

Pro pocitacovou grafiku jsou samoziejmé diilezité hlavné afinni prostory dimenze nej-
vyse 3.

Na vektorovém prostoru U zavadime kanonickou strukturu afinniho prostoru takto:
zaméfenim prostoru U volime samotny vektorovy prostor U, pro libovolny bod a € U a
vektor v € U (zde je déleni na body a vektory ¢isté formalni) definujeme jejich soucet jako
soucet vektort ve vektorovém prostoru U. Pokud nebude fec¢eno jinak, budeme vektorové
prostory uvazovat vzdy s kanonickou strukturou afinniho prostoru, popsanou v predchozim
prikladeé.

Priklad 2.1. Vime, Ze na n-té kartézské mocniné mnoziny realnych c¢isel R” je ddna kano-
nickd struktura vektorového prostoru. Tu lze pouzit k zavedeni afinni struktury na R”.

Pokud nebude feceno jinak, budeme mnozinu R"” uvazovat vzdy s kanonickou strukturou
afinniho prostoru.

Abychom odlisili, kdy prvek R" chidpeme jako bod z afinniho prostoru R" a kdy jako
vektor z vektorového prostoru R”, budeme v prvnim pripadé pouzivat hranaté a ve druhém
kulaté zavorky.

2.2 Zakladni vlastnosti afinni struktury

V této ¢asti dokdzeme nékteré vlastnosti souc¢tu bodu a vektoru a rozdilu bodi. Vlastnosti
jsou vSechny pfirozené, presto je tfeba je dokazat. Kazdému matematikovi (véetné autora
tohoto textu) se nékdy stalo, Ze narazil na ,zFejma“ tvrzeni, kterd se pozdéji ukdzala jako
nepravdiva.

Véta 2.1. Pro libovolng afinni prostor A se zamérenim U a prvky a,b € A, u € U plati
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1. a+0=aq,
2.a—b=—(b—a),

3. (a+u)—b=(a—b)+u,
,0“ v bodu 1. je nulovy vektor ve vektorovém prostoru U.

Dikaz. 1. Podle podminky 2 definice afinniho prostoru existuje pravé jeden vektor u € U
takovy, ze a+u = a. Odtud plyne rovnost a+u = (a+ u) + u, kterd podle podminky 1
znamend a+u = a+ (u+u), coz podle podminky 2 (jednoznac¢nost) vede k u = u+u. Tuto
rovnost ale spliiuje pouze nulovy vektor (proc¢?). Z rovnosti a+u = a tedy vyplynulo u =0,
coz znamend, ze zadny jiny vektor kromé nulového tuto rovnost nesplnuje. To spolecné
s podminkou 2 (existence) dokazuje prvni bod véty.

2. Oznac¢me a—b=u, b—a =v. Dostavame b =a+v = (b+u)+v=>b+ (u+v). Podle
prvaniho bodu této véty, ktery jsme jiz dokazali, plati u+v =0, neboli u = —v.

3. Vektor v = (a+u) — b spliiuje podminku b+v = a+ u. Pri¢tenim vektoru —v k obéma
strandm této rovnice a tpravou dostaneme a = b+ (v—u). Odtud plyne v—u =a —b. Nyni,
pri¢tenim vektoru u dostaneme v = (a —b) + u, coz je dokazované tvrzeni.

Projdéte vsechny vyskyty symbolu ,+“ v dikazu predchozi véty a rozhodnéte, kdy
oznacuje sCitani vektoru ve vektorovém prostoru U a kdy pri¢itani bodu z afinniho prostoru
A a vektoru z U (tedy zobrazeni +4 z definice afinniho prostoru). Podobné rozhodnéte, kdy
symbol ,—¢ oznacuje odec¢itani vektoru (tedy operaci na vektorovém prostoru U) a kdy
rozdil bodu (tedy zobrazeni A x A — U).

V pripadech, kdy symboly ,+“ a ,—“ neoznacuji zakladni operace s redlnymi cisly

nebo vektory, ale slouzi k oznaceni sc¢itani bodid s vektory a odecitani bodd, jak jsme je
definovali v této kapitole, nelze k praci s nimi pouzivat nase znalosti z oblasti redlnych c¢isel
¢i vektorovych prostort. Je nutné postupovat pouze podle poznatki o afinnich prostorech.
Napriklad v dikazu predchozi véty je treba umét kazdy jednotlivy krok zdtvodnit pomoci
definice afinniho prostoru.

Véta 2.2. Pro libovolné tri body ay,az,as afinniho prostoru A plati
(ay—ay)+ (a3 —az) =az —ay.

Drikaz. 'V tvrzeni se vyskytuji tii vektory: uy =ar —ay, up =a3—az a v=az—aj. Je tieba
dokézat, ze u; +up; = v. Dikaz povedeme rovnou z definice afinni struktury. Zde najdeme
jedinou moznost, jak ovérit, ze se dva vektory rovnaji: podminku jednoznac¢nosti v pod-
mince 2. Podivejme se tedy na body, kterymi jsou leva a prava strana pozadované rovnosti
urceny. Pro vektor v plati a; +v = a3. Pro vektor u; mame a; +u; = a; a pro uy: a, +up = as.
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Dosazenim druhého vztahu do tfetitho dostaneme (a; 4 u;) +uy = a3. Podle podminky 1 de-
finice afinni struktury tedy plati a; + (u; + uz) = a3. Pred chvili jsme si ale také napsali,
ze a1 +v =as. Nyni je ¢as pouzit podminku jednoznacnosti: vektor u; +uy i vektor v maji
oba tu vlastnost, ze jejich prictenim k bodu a; dostaneme bod a3. Protoze takovy vektor
je jediny, musi platit u; +up = v, coz je presné to, co jsme chtéli dokazat.

Véta 2.3. Pro libovolné dva body a,b afinniho prostoru A a vektory u,v jeho zamérend plati
(a+u) = (b+v) = (a—b)+ (u—).

Dikaz. Tvrzeni se tyka rovnosti dvou vektoru. Budeme postupovat podobné jako v dikazu
predchozi véty: ukdzeme, ze vektor na levé i pravé strané je urcen stejnou dvojici bodu.
Vektor na levé strané, ozna¢me si ho w, spliuje (b+v)+w = a+u. Ukdzeme, Ze totéz
splniuje i vektor na pravé strané. Diky podmince 1 definice afinni struktury nemusime psat
nekteré zavorky. Mame: b+v+ (a—b)+ (u—v) =b+(a—b)+v+ (u—v). Zde si miazeme
vsimnout dvou véci: za prvé, vektor a— b je podle definice vektor, jehoz prictenim k bodu
b dostaneme bod a. Neboli, b+ (a —b) =a. A za druhé, v+ (u—v) = u, protoze vektorovy
prostor U je komutativni grupa. Celkové nam vychézi b+ (a —b) +v+ (u—v) = a+u, coz
je stejny vysledek jako pro vektor w. Tim je tedy véta dokazana.

ULOHY KE KAPITOLE 2

2.1. Lze zavést strukturu afinniho prostoru na jednoprvkové mnoziné {a}? Kolika zpusoby?
2.2. Lze definovat afinni strukturu na mnoziné A = {a,b}, kde a # b?

2.3. Uvedte piiklad mnoziny A, vektorového prostoru U a zobrazeni +4 tak, aby v definici afinniho
prostoru

1. nebyla splnéna podminka 1 a byla splnéna podminka 2,
2. byla splnéna podminka 1 a vektor u# z podminky 2 neexistoval,

3. byla splnéna podminka 1 a vektor u z podminky 2 existoval vice nez jeden.

2.4. Ovérte, ze v definici kanonické struktury afinniho prostoru na vektorovém prostoru jsou splnény
podminky definice afinniho prostoru.

2.5. Libovolné tri body a, b, ¢ afinniho prostoru lze jednoznac¢né ,doplnit na rovnobéznik* v tom
smyslu, Ze existuje pravé jeden bod d takovy, ze vektor d — ¢ je roven vektoru b —a a vektor d —b
je roven vektoru ¢ — a. Dokazte. Situace je zndzornéna na obrazku 2.3. .

2.6. Pro afinni prostor A| se zaméfenim U; a afinni prostor A, se zamérenim U, definujte na mnoziné
A1 X Aj strukturu afinniho prostoru se zamérenim U; X Us,.

2.7. Zvolme bod ap € A a definujme zobrazeni f: A — U predpisem f(a) =a—ag. Ukazte, Ze toto
zobrazeni je bijekce a najdéte jeho inverzi.
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¢ d—c
\.d

Obrazek 2.3: obrazek k tloze 2.5

2.8. Naésledujici podminky pro afinni strukturu lze nalézt na Wikipedii (pfepsdno do naseho zna-
¢eni):

1’ Pro kazdé a€ A plati a+40=a.

2. Pro vSechna a € A, u,v € U plati (a+au)+av=a+s (u+v).

3’. Pro kazdé a € A je zobrazeni z U do A, které vektoru u € U pritazuje prvek a4 u, bijekce.

Jsou tyto podminky ekvivalentni nasim podminkam 1 a 27



Kapitola 3

Afinni podprostory

U matematickych struktur se studuji i jejich podstruktury. Obvykle jde o podmnoziny,
na kterych lze zavést strukturu stejného typu patficnym ztzenim z ptivodni struktury. Uz
jsme se setkali s vektorovymi podprostory, které jsou podstrukturami vektorovych prostort.
Afinni prostory maji rovnéz své podstruktury, jsou jimi afinni podprostory.

3.1 Afinni kombinace a afinni obal

Zacneme pozorovanim. Na obrazku 3.1 vidime body ag,a;,b afinniho prostoru A. Dvojice

b+ (ugy + uh)

Obrazek 3.1: Pokud soudet koeficientti ¥ a ! nenf roven 1, zavisi bod b+ (rPug +r'u;) na
volbé bodu b. Obrazek ukazuje piipad ¥ =r' =1.

bodu ag,b a aj,b definuji vektory ug = ag —b a uy = a; — b, které jsou na obrazku rovnéz

23
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znézornény. Linearni kombinace rug+r'u; téchto vektori pak definuje bod b+ (rug+r'u;)
(na obrazku je znazornén pifpad r® = r! = 1). Pokud misto bodu b vybereme néjaky jiny
bod b, pak se vysledny bod, ziskany stejnym postupem, bude od ptivodniho liSit:

b4 (FPuo +r'uy) # b + (FPuy+ r'u)),

coz je patrné i z obrazku.

Situace se ovsem zméni, pokud 4+ r' = 1. To mizeme odhadnout uz z obrazku 3.1,

kdyz se podivdme na prisecik Sipek zndzornujicich vektory ug+u; a ujy+u}. Na obrdzku
1

3.2 jsou zobrazeny piipady 0 = r! = % acy=2ac =—1. Ziejmé pokud r’ +r! =1, pak

b+ 2ug — uq
b+ 2up — uf

Obrazek 3.2: Pokud soucet koeficienttt r° a r! je roven 1, bod b+ r’ug+ r'u; nezavisi na

volbé bodu b. Obrazek ukazuje dva piipady: r’ =r! = % art=2rl=-1

b+ (FPug+r'uy) = b’ + (FPufy+ r'u}). Nésledujici véta nasi domnénku potvrzuje pro libovolny
pocet bodii.

Véta 3.1. Méjme body ag,ay,...,a, afinniho prostoru A. Pro libovolné dva body b,b' € A a
cisla 10, r', ..., P takovd, Ze ©4+r' +---+ " =1, plati

b+1r(ag—b)+r' (a1 —b) + -+ r"(am—Db)
= +1%ag =) +r (a1 =b) + - 41" (an = ). (3.1)

Drikaz. Zkusime vypocitat rozdil levé a pravé strany. Mél by nam vyjit nulovy vektor.
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Podle Véty 2.3 je tento rozdil roven

(b—b)+r"(ag—b+b —ap)+r'(aj—b+b —a)) +---
vt (am — b+ —ay)
= (b—b)+W —b)+r' (b —b)+---+ (b —b)
= (b—b)+ (P +r (B - b)
=(b-b)+ ' -b)
=0.

Z uvedené véty vyplyvé, ze hodnota vyrazu b+r(ag —b) +r'(ay —b) + -+ r"(a, — b)

nezavisi na volbé bodu b. Zévisi tedy pouze na bodech ag,ay,...,an a ¢islech 2,7, ... /"
(jejichz soucet je roven 1). Tento vyraz nazyvame afinni kombinaci bodi ag,ay,...,a, s koe-
ficienty r°,r', ..., " a znaéime

Pag+rla + -+ ray,. (3.2)

Tento vyraz je tfeba vnimat jako celek a nechapat jeho casti jako vysledek aplikace
néjakych operaci. Body nelze nésobit ¢isly, ani je nelze scitat. Je tieba mit také na paméti,

Ze v tomto vyrazu musi byt soucet koeficienttt 0, 7!, ..., " roven jedné.

Piiklad 3.1. Pro body ag,a1,a2,a3 € A a &sla r'+r! =2+ =5 +s! =1 plati

990+ ' ay + s'rPay + s' Pas. (3.3)

s°(FPag+rla)) +s' (Pay+rPas) = s
Afinni kombinace afinnich kombinaci l1ze tedy roznasobovat jakoby platil distributivni za-
kon. Ovéreni je pomérné jednoduché, obnasi jen trochu pocitani: zvolme pomocny bod b € A
a vypocitejme afinni kombinace na levé strané (s tim, ze afinni kombinace v zavorkach spo-
¢itdme opét s pomocnym bodem b). Aby to Slo snadnéji, ozna¢ime si pomocné vektory:
upy=ap—b,uy=a,—b,up =a,—b, u3 =az—b a body ¢g = Pay+rla; acp = rra, +ras.
Podle definice afinni kombinace tedy méme co = Payg+rta; = b+ rPuy+ rluy, c; = ra, +
rPaz =b+r’uy+riuy. A déle s%co+s'ci = b+ (b4 rPug +r'uy —b) +s' (b+r*uy +r*us —b) =
b4-50(POug 4 r'uy ) + s (rPus 4 rPus) = b4+ 50r%ug + s°r uy 45" ruy +s'rus, coz je presné (podle
definice) afinni kombinace na pravé strané.

Priklad 3.2. Z predchoziho prikladu plyne, Ze kazdou afinni kombinaci vice nez dvou
bodu lze vyjadrit pomoci afinnich kombinaci dvojic bodu. Ukazeme si to na prikladé afinni
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kombinace rag + r'a; +r*ay. Pokud je r* +r! # 0, plati podle piedchoziho piikladu

ran + rlal + r2a2 = roao + rlal + r2a2 + 0ay
0 1

:(r°+r1)< L g+ —L 1>+r2(1a2+0a2)

a a
rO—l—rl r0+r1

0 1
Z(ro—i-rl)( r o+ r 1>+r2a2

a a
r0+r1 r0+r1

1
T
bodii, stejné jako je afinni kombinaci dvou bodii i cely vyraz, protoze (r®+r')+r>=1. Co
se situaci, kdy 0+ r! = 07?

Vv v 0 v LA 7’ 7’ . 7’ .
pricemz ,orﬁ + = 1, takze uvniti velké zavorky je opravdu afinni kombinace dvou

Priklad 3.3. Pro body aj,as,a3 € A muzeme vypocitat novy bod a4 jako afinni kombinaci
az+ay —ay (soucet koeficienti je roven jedné). Také mizeme polozit as = az+ (ax —ay ), kde
na pravé strané uvazujeme soucet bodu az a vektoru a, —a;. Ukazme, Ze as = a4. Zvolime
jako pomocny bod b bod az. Podle definice afinni kombinace mame

as = azta—a
= a3+ (a3—a3)+ (ax—az) — (a1 —a3)
= a3+ (a2—a3)+ (a3 —ar)

= a3—|—(a2—a1)

= da4.
Priklad 3.4. Podle binomické véty plati pro kazdé redlné cislo ¢
1=+ (1—0)? =2 +2(1—1)+(1—1)%

Na pravé strané mame tii ¢isla, jejichz soucet je roven jedné. Muzeme je tedy pouzit jako
koeficienty afinni kombinace. Pro t¥i body ag,a;,ar € A tak dostavame novy bod

b, = t2a0+2t(1 —t)al + (1 —l‘)zaz.

Bod b, zavisi na volbé ¢isla ¢, pricemz by = ap, a by = ap (pokud bod a; nelezi na primce
urc¢ené body ap a az, pak neexistuje hodnota ¢, pro kterou by b, = a;). Mnozina vsech bodu
b; pro t € [0,1]) se nazyva kvadratickd Bézierova krivka.

Obecné muzeme vyraz t 4 (1 —¢) umocnit libovolnym pfirozenym ¢islem. Dostaneme tak
koeficienty afinni kombinace libovolného poc¢tu boda a Bézierovy kiivky libovolného stupné.
Body, pomoci nichz byla kiivka vytvorena, se nazyvaji jejimi 7idicimi body. Na obrazku 3.3
je ukézka linedrni, kvadratické a kubické Bézierovy kiivky (tj. Bézierovy kfivky prvniho,
druhého a tfetiho stupné) pro r € [0, 1].
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Obrazek 3.3: Linearni, kvadraticka a kubicka Bézierova krivka.

Body kubické Bézierovy krivky s ridicimi body ag,a;,az,as3 jsou dany vztahem
b, =ag+ 32 (1 —t)a; +3t(1 —1)ar + (1 —1)3as. (3.4)
Bézierovy krivky jsou hodné pouzivané v pocitacové grafice.

Afinnim obalem neprazdné mnoziny K C A nazyvame mnozinu vSech afinnich kombinaci
prvki mnoziny K. Afinn{ obal mnoziny K oznac¢ujeme symbolem Aff(K). Plati

Aff(K) = {roao—i—---—i—rkak | k>1, ag,...,ar €K, r0—|—---+rk:1}. (3.5)

Véta 3.2. Pro libovolnou neprdzdnou mnozinu K C A plati Aff(Aff(K)) = Aff(K).

Diikaz. Méjme bod a € Aff(Aff(K)). Tento bod je afinni kombinaci afinnich kombinaci bodu
z K. Pro jednoduchost predpokladejme, ze ve vsech afinnich kombinacich vystupuji pouze
dva body (obecny pripad se dokazuje stejné, je to jen vice psani). Je tedy

a=s"(Pay+r'a)) +s' (FPar+ra3).

Podle prikladu 3.1 ale

s'(FPag+r'a)) + s (FPay + raz) = s°Pag + ' ay +s'ray + ' P as.

To ovSem znamend, ze a € Aff(K).

3.2 Afinni podprostory

Neprazdna podmnozina B afinniho prostoru A se zamérenim U se nazyva afinni podprostor

afinniho prostoru A, jestlize Aff(B) = B.
Podle prikladu 3.2 sta¢i k dikazu vlastnosti Aff(B) = B dokazat, ze afinni kombinace

libovolnych dvou bodt z B je prvkem B (zduvodnéte!).
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Véta 3.3. Neprdzdnd podmnoZina B afinniho prostoru A se zamérenim U je jeho afin-
nim podprostorem, pravée kdyz existuje vektorovy podprostor V. .C U takovy, Ze jsou splnény
ndsledujict podminky:

1. Pro kazdé a€e B, u€V plati a+u € B.
2. Pro kaZdé a,b € B platib—a V.

Diikaz. Zleva doprava: Polozme V = {c—b | b,c € B} a ovéime podminky 1 a 2. Podminka 1:
u je tvaru ¢ —b pro b,c € B, takze a+u=a+ (c—Db). To je ale podle prikladu 3.3 rovno afinni
kombinaci a + ¢ — b, takze podle definice afinniho podprostoru jde o prvek B. Podminka 2
je splnéna trivialneé.

Zprava doleva: Tady predpokladédme, Ze existuje vektorovy podprostor V C U tak, ze
jsou splnény podminky 1 a 2, a dokazujeme Aff(B) = B.

K dikazu vlastnosti Aff(B) = B sta¢i dokazat, ze afinni kombinace libovolnych dvou
bodt z B je prvkem B. Méjme tedy néjakou afinni kombinaci dvou bodu bg,b; € B:

b=r"bo+r'by, P4+ =1
Podle definice afinni kombinace mame
b =bo+r°(bo — bo) +r' (by — bo) = bo+ r' (b1 — by).

Podle podminky 2 je vektor by — by prvkem V. Je tedy prvkem V i jeho nésobek r!(by — by).
Podminka 1 ndm tedy zaruci b € B.

Vektorovy prostor V z Véty 3.3 se nazyva Zaméreni afinniho podprostoru B.

Priklad 3.5. Kazdy vektorovy podprostor daného vektorového prostoru je jeho afinnim
podprostorem. Naopak to neplati.

Véta 3.4. Je-li A afinni prostor se zamérenim U a B C A jeho afinni podprostor se zamé-
renim V C U, pak mnoZina B spolu s vektorovym prostorem V a zobrazenim +p:BxV — B
vzniklym zuzZenim zobrazeni +4 je afinni prostor.

Dikaz. Prenechame ¢tenari. Je tfeba ovérit podminky definice afinniho prostoru nebo po-
stupovat podle Véty 3.3.

Afinni podprostory budeme vzdy uvazovat se strukturou afinniho prostoru uvedenou
v predchozi vété. Muzeme tedy hovorit o dimenzi afinniho podprostoru (také napiiklad o
afinni nebo bodové bézi afinniho podprostoru, které jsou definovéany dale). Je-li dimenze
afinniho prostoru A rovna m a dimenze afinniho podprostoru B C A rovna m — 1, pak afinni
podprostor B nazyvame nadrovinou v afinnim prostoru A.
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PromnozinuB={a €A |a=ap+u,ucV}, kdeV CU je vektorovy podprostor, zavidime
symbolické oznaceni
B=ap+V. (3.6)

Nasledujici véta ukazuje, ze kazdy podprostor afinntho prostoru lze charakterizovat pomoci
jednoho bodu a vektorového podprostoru zaméreni.

Véta 3.5. Méjme afinni prostor A se zamérenim U.

1. Je-liag € A bod a V C U wvektorovy podprostor, pak mnoZina B=ag+V je podprostor
afinniho prostoru A, jehoZ zamérent je V.

2. Je-li B podprostor afinniho prostoru A se zamérenimV CU, ag € B bod, pak B=ag+V .

Drikaz. Plyne z Véty 3.3.

Je-li (uy,...,un) baze vektorového podprostoru V C U, plati pro libovolny bod ag € A,

ag+V = {aGA

m
a=ag+ Y tiu;, t1,...,tmER}. (3.7)

i=1

Rovnice

a :a0+2tiui (38)
i=1

se nazyva parametrickd rovnice afinniho podprostoru ag+V .

Priklad 3.6. Parametrickd rovnice piimky je tedy
a=ay+tu, (3.9)
kde ag je libovolny bod primky a u libovolny nenulovy vektor jejiho zaméreni.

Priklad 3.7. Parametrickou rovnici piimky lze pomoci dvou jejich raznych bodu aj, a
napsat takto:
a=a+t(aa—ay). (3.10)

ULOHY KE KAPITOLE 3

3.1. Naleznéte a zakreslete do obrazku afinni kombinace ag+a; —ay a %ao — %al +ap (viz obr. 3.4).
Jako pomocné body pouzijte postupné vsechny ¢tyti body z obrazku.

3.2. Jaka afinni kombinace bodu ag, a;, a; z predchoziho ptikladu je rovna b?

3.3. Je-1i V vektorovy prostor s kanonickou strukturou afinniho prostoru, pak afinni kombinace jeho
prvki splyvaji s linedrnimi. Napiiklad pro dva vektory vy, v» a &isla r!', r? takova, ze r' +12 =1, je

afinn{ kombinace r'v; + r2v, rovna stejné oznacené linearni kombinaci. Zdtvodnéte.
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a2

ap

Obrazek 3.4: Obrazek k tloze 3.1.

3.4. Pro bod a € A a vektory u;,u; ze zaméreni afinntho prostoru A oznac¢me by =a-+uy, by =a+u,.
Ukazte, Ze pro libovolna realné ¢isla 7', 72 je bod a+ r'uj +rus (soucet bodu a vektoru) roven afinni
kombinaci

(1—=r'—=rHa+r'by +rbs.

3.5. Uvedte priklad afinniho prostoru A a mnoziny B C A, kterd ma vsechny vlastnosti z Véty 3.3
kromé podminky 1.

3.6. Uvedte piiklad afinniho prostoru A a mnoziny B C A, kterd ma vsechny vlastnosti z Véty 3.3
kromé podminky 2.

3.7. Rozhodnéte, zda nésledujici podminka je ekvivalentni podmince ,,B je afinnim podprostorem
A“: B je neprazdna podmnozina A a existuje podmnozina V C U tak, ze jsou splnény néasledujici
podminky:

1. Prokazdé ae B, ucV platia+u e B.

2. Pro kazdé a,b e Bplati b—aeV.
3.8. Charakterizujte vSechny afinni podprostory B C R2.
3.9. Charakterizujte vSechny afinni podprostory B C R3.

3.10. Mégjme dva afinni podprostory Bj,B; afinniho prostoru A takové, ze By N By # 0. Ukazte, Ze
mnozina B; N B, je afinnim podprostorem afinntho prostoru A.

3.11. Méjme vektorové prostory U a V a linedrni zobrazeni{ A: U — V. DokaZte, Ze pro libovolny vek-
tor v €V je mnozina A~'({v}) afinnim podprostorem prostoru U. (Vektorovy prostor U uvazujeme
se standardni strukturou afinntho prostoru.)

3.12. Ukazte, ze pokud dva rizné body a,b lezi v afinnim podprostoru B C A, lezi v ném i celd
primka tyto dva body obsahujici.

3.13. Ukazte, ze pokud pro kazdé dva rtizné body neprazdné mnoziny B v afinnim prostoru A lezi
v B i cela piimka tyto dva body obsahujici, je B afinnim podprostorem afinniho prostoru A.



Kapitola 4

Souradnicové systémy na afinnich
prostorech

Béze a soufadnice v afinnich prostorech hraji podobnou roli jako (vektorové) béze a sou-
fadnice v prostorech vektorovych. Predstavuji zpusob, jak prvky svéta, ktery modelujeme,
ztotoznit s n-ticemi redlnych cisel, které muzeme reprezentovat v pocitaci a se kterymi
muzeme pocitat.

V této kapitole zavadime zdkladni pojem afinni bize a afinnich soufadnic a pojem
matice prechodu mezi afinnimi bazemi, ktery je analogii pojmu matice prechodu mezi
(vektorovymi) bazemi vektorovych prostoru.

Matice prechodu mezi afinnimi bazemi jsou zakladnim nastrojem v analytické geometrii.
Pokud prostor, se kterym pracujeme, popisujeme pomoci vice riznych bazi (coz je obvyklé),
potrebujeme néjak charakterizovat vztah mezi nimi. Matice prechodu mezi afinnimi bazemi
se pouzivaji v pocitacové grafice.

Kromeé afinnich bazi a souradnic v afinnim prostoru se vénujeme dulezitému pojmu bodu
v obecné poloze a s nim souvisejicimi bodovymi bazemi a barycentrickymi soufadnicemi.

4.1 Afinni baze a souradnice

Méjme afinni prostor A dimenze m se zaméfenim U. Pro bod ap € A a bazi o = (uy, ..., uy)
vektorového prostoru U nazyvame dvojici ¢ = (e, ap) afinni bazi afinniho prostoru A. Bod ag
nazyvame pocdtkem baze @. Afinni bézi ¢ zapisujeme také jako (m—+ 1)-tici (uy,...,unm,ao).

Pro libovolny bod a € A nazyvame afinnimi souradnicemi (souradnicovgm vyjadrenim,)

31
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bodu a vzhledem k afinni bazi @ = (ot,ap) (m—+ 1)-tici

(a—ao)éx
(a—ao)y
ap = . (4.1)
(a—ao)y
Cisla (a—ag)), (a—ag)%,...,(a—ap)! znacime (porade) a(lp,afp,...,a’(’;, piipadné jen a',a?,

...,a™, pokud je afinni bize ¢ ziejma z kontextu.

Souradnicové vyjadfeni bodu a vzhledem k afinni bazi ¢ tedy vznikne tak, Ze se najdou
soutadnice vektoru a —ag vzhledem k bazi o vektorového prostoru U a doplni se ¢islem 1
(duvody této formality vysvitnou postupné). Kvuli odliSeni od souradnic vektort budeme
afinni souradnice bodu zapisovat v hranatych zavorkach.

V prikladech je nékdy nesikovné psat neustéle jednicku jako posledni slozku souradnic
bodt. Pokud ji vynechdme, hovoiime o zkrdcenych afinnich souradnicich. Je-li tedy sou-
fadnicové vyjadieni bodu a v afinni bazi ¢ rovno [1,2,3,1] (tedy a¢ = [1,2,3,1]), jsou jeho
zkracené souradnice [1,2,3]. Pro zkricené souradnice nezaviadime zédnou zvlastni symbo-
liku (pokud nehrozi nedorozumeéni, piSeme opét ay) a pouzivame je jen pii vypoctech kvili
usetfeni mista.

Piiklad 4.1. Naleznéme soutadnice bodu a = [0,—2,1] € R? vzhledem k afinni bézi ¢ =
(a,ap), kde o0 = (u1,u2,u3) a

1 0 0 1
uy = | —1 , Up = 1 , Uz = 1 , Ay = 0. (4.2)
0 -1 1 1
Mame
-1
a—ap=|-21. (4.3)
0

Hleddme tedy souradnice vektoru (—1,—2,0) v bazi a. Jelikoz (jak lze zjistit napiiklad
vyfesenim soustavy linedrnich rovnic)

—1 1 0 0
DY) [ —% | —g 1 (4.4)
0 0 —1 1

dostavame



4.1. AFINNI BAZE A SOURADNICE 33

cili

—1
_3
2
1
Je-li ap=10,...,0] € R" a a kanonickd baze vektorového prostoru R™, nazyva se afinni

baze (o,ap) afinniho prostoru R™ kanonickou afinni bazi prostoru R™.

Soucet bodu a vektoru lze v afinnich souradnicich vyjadiit pomoci s¢itani souradnic,
pokud k soufadnicim vektoru ptridame na konec nulu. Kdyz pro vektor u € U a afinni
soufadnicovy systém ¢ = (@, ap) afinniho prostoru A se zamétenim U zavedeme oznaceni

vy <O> | (47)

_ [ (a—ap)q

mame pro libovolny bod a € A

1

(atu)p= [ (@=do+u)a 1

+ (Moa) =ap+ug. (4.8)

Parametrickou rovnici afinniho podprostoru (3.8) muzeme prepsat pomoci souradnico-
vého vyjadieni bodi a vektort v afinni bazi ¢ takto:

m
ag = (ao)e + Y ti(ui)g (4.9)
i=1
s tim, ze posledni addek této rovnice je trividlni a je mozné ho vynechat (tedy pouzit

zkracené afinni souradnice).

Priklad 4.2. Proto parametrickd rovnice roviny v trojrozmérném afinnim prostoru A
vzhledem k néjaké afinni bazi ¢ mize vypadat takto:

a(p:

—_— O N =

a ve zkracenych souradnicich (s vynechdnim posledniho fadku):

1

S = O
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Méjme afinni bazi @ = (uy,uz,...,un,a0) afinniho prostoru A. Mnozina K vsech bodd,
jejichz kazda souradnice vzhledem k této bazi lezi v intervalu [0, 1], se nazyva rovnobéznos-
tén urcenyj bazi @. Jinak Feceno, mnozina K je mnozina vsech bodti tvaru ag +r'uj + r’us +
<-4 Uy, kde kazdy z koeficientt !,..., 7" lezi v intervalu [0, 1]. Specidlnim pFipadem rov-
nobéznosténu je usecka, coz je rovnobéznostén v afinnim prostoru dimenze 1 a rovnobéznik,
coz je rovnobéznostén v afinnim prostoru dimenze 2.

Obecnéji, mame-li linedrné nezavislé vektory uy,ua, ..., ux, je (k+1)-tice (uy,uz, ... um,ap)
afinni bazi jistého afinniho podprostoru B C A a urcuje tedy rovnobéznostén v B. Ten je
rovnéz podmnozinou afinniho prostoru A a nazyva se rovnobéznostén urceny bodem ag a
vektory uy, ... ,ux. Body ag+r'ui +r?us + - - -+ rfuy, kde kazdy z koeficientt r!,..., ¥ je roven
0 nebo 1, se nazyvaji vrcholy rovnobéznosténu K. Rovnobéznostén K mé 2% vrchola.

4.2 Matice prechodu mezi afinnimi bazemi

Méjme dvé afinni baze ¢ = (¢,a0), ¥ = (B,bo) afinniho prostoru A dimenze m se zamére-
nim U. Podivejme se na nasledujici problém: jak najit souradnicové vyjadieni bodu a € A
vzhledem k bézi vy, zndme-li soutadnicové vyjadieni tohoto bodu vzhledem k béazi ¢? Pri
feseni tohoto problému mutzeme predpoklidat, ze zndme vzajemné vztahy obou bazi, tj. Ze
znadme soufadnice pocatku ay vzhledem k bazi y a souradnice vektor vektorové baze
vzhledem k vektorové bézi B a naopak.

Zvolme tedy libovolny bod a € A a pokusme se vypocitat jeho soufadnice vzhledem
k bazi y pomoci soufadnic vzhledem k bazi ¢:

(a—bo)[g =(a—ap +ao—b0)5 = (a—ao)ﬁ —l—(a()—b())ﬁ
=Mp o (a—ao)a+(ao—bo)p. (4.10)

(Viz obr. 4.1)

V2

bo

G
Obrazek 4.1: Obréazek k matici prechodu od baze ¢ k bazi y.
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Vidime, Ze se nam podafilo vypocitat souradnice bodu a vzhledem k afinni bazi y
pomoci nasledujicich idaja: souradnic bodu a vzhledem k afinni bazi ¢, matice prechodu
od (vektorové) baze o k bazi B a souradnic pocatku ag vzhledem k afinni bazi .

Hodnoty Mg o a (ao — bo)g piitom nezaviseji na volbé bodu a. Pokud tedy potfebujeme
prepocitat souradnice u vice bodi, staci tyto hodnoty vypocist pouze jednou.

Nyni jesté provedeme mensi trik. Uvédomme si, Ze (m+ 1)-tice ay obsahuje ve svych
prvnich m slozkach hodnoty m-tice (a —bp)y. Leva strana (4.10) je tedy soufadnicové vy-
jadreni bodu a v afinni bazi y kromé posledniho fadku (obsahujiciho jednicku). Posledni
vyraz v (4.10), pokud se doplni o tento fadek (obsahujici jednicku), lze zase vyjadrit jako
soucin jisté matice a soufadnicového vyjadieni a.

Konkrétné, pokud definujeme po blocich matici My , takto:

(4.11)
bude tato matice splnovat
(pokud vam neni posledni rovnice jasna, zkuste si napsat jednoduchy piiklad).
Matice My o se nazyva matice prechodu od afinni bdze @ k afinni bdzi .
Priklad 4.3. Pro libovolné tfi afinni baze @, , ¢’ afinniho prostoru A plati
My g-Mpo =My o (4.13)

Priklad 4.4. Pro libovolné dvé afinni baze ¢, @ afinniho prostoru A dimenze m plati
M(p7q’) . M¢7(p = E’n (4.14)
(En je jednotkova matice).

Priklad 4.5. V pocitacové grafice se standardné pouzivaji dva typy afinnich bazi k popisu
pixelt na monitoru. Je-1i rozliSeni monitoru w x h, méla by baze prvniho typu (pouzivaného
napiiklad v 2D grafice systému Windows) poc¢atek v levém hornim rohu obrazovky, sourad-
nice levého dolniho rohu vzhledem k této béazi by byly [0,4, 1], soufadnice pravého horniho
[w,0,1] (zkrdcené souradnice tedy jsou [0, 4] resp. [w,0]). Baze druhého typu (blizsiho mate-
matikim a pouzivaného také v OpenGL) by méla pocédtek v levém dolnim rohu, souradnice
levého horniho by byly [0,4,1] a pravého dolniho [w,0,1]. Jak by vypadala matice pfechodu
mezi témito bazemi?
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Priklad 4.6. Pri kresleni v 3D grafice se pouzivaji tii zékladni afinni béze (terminologie
se v ruznych zdrojich ruzni): Bdze modelu (Model Coordinate System), bdze svéta (World
Coordinate System) a Bdze pozorovatele (View Coordinate System). Baze modelu je béze,
vzhledem k niz uvadime souradnice vykreslovanych objekti — pii zadavani bodu objektu
pouzivame jejich soutradnice vzhledem k bazi modelu. Baze svéta je obvykle pevné spojend
se svétem, ktery modelujeme. Béze pozorovatele je spojena s kamerou tak, ze prvni vektor
jeji vektorové baze sméruje doprava, druhy nahoru a treti dozadu.

Matice prechodu od baze modelu k bazi svéta se nazyva matice modelu (Model Matrix),
matice prechodu od baze svéta k bazi pozorovatele je matice pozorovatele (View Matrix).
Aby systém zjistil soutadnice vykreslovanych bodt vzhledem k bazi pozorovatele, vynasobi
jejich souradnice vzhledem k bazi modelu, které jsme zadali, sou¢inem téchto matic.

Priklad 4.7. Na obrazku 4.2 vidime zékladnich osm barev: bilou (anglicky white), cer-

V1 bila
bo
v3
v
u9 2
modra
us T purpurova
ao
cerna (5 cervena

Obrazek 4.2: Barevna krychle.

nou (black), ¢ervenou (red), zelenou (green), modrou (blue), Zlutou (yellow), azurovou
(cyan) a purpurovou (magenta). Barvy jsou usporddany do vrcholu tzv. barevné krychle.
Tuto krychli si mtizeme predstavit jako rovnobéznostén v trojrozmérném afinnim prostoru;
body mimo ni pro nis ovSem nemaji vyznam. Vsechny barvy lezi v barevné krychli. Na
obrazku jsou zakresleny dvé zédkladni afinni béze, které se pouzivaji k vyjadreni barev: baze
OrGe = (u1,up,u3,ap) a @cyy = (vi,v2,v3,bp). Souradnice barvy v prvni bézi uddvaji jeji cer-
venou, zelenou a modrou slozku (v intervalu [0, 1]) a ve druhé pak jeji zlutou, azurovou a
purpurovou slozku. Pro prislusné matice prechodu plati (jak se lze presvedcit)

—1 0 0 1

—1 0 1

M, ORGB,PCMY — M Ocmy \PrRGB — 0 0 —1 1
0 0 1

Priklad 4.8. Dalsi dvé pouzivané afinni béze na barevné krychli jsou baze @yyy a @yig s
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nasledujicimi maticemi prechodu:

0.299 0.587 0.114 0.0
u | —0.14713 —0.28886  0.436 0.0
Pruv.Pree — 0.615 —0.51499 —0.10001 0.0 |’
0.0 0.0 0.0 1.0
1.0 0.0 1.13983 0.0
v | 1.0 -0.39465 —0.5806 0.0
Prog:Prov 1.0 2.03211 0.0 0.0 |’
0.0 0.0 0.0 1.0
0.299 0.587 0.114 0.0

o | 0595716 —0.274453 —0.321263 0.0
Prio:Pres | (0211456 —0.522591  0.311135 0.0 |’
0.0 0.0 0.0 1.0

1.0 09563  0.6210 0.0
u | 10 -0.2721 -0.6474 0.0
Prap:Prio = | 10 —1.1070  1.7046 0.0
0.0 0.0 0.0 1.0

Uméli byste zhruba znézornit tyto baze na barevné krychli na obrazku 4.27 Umite vypocitat
matice pfeChOdu M(PCMY><PYUV ’M(PYUV7¢CMY 7M(PCMY7(PY1Q ) M‘PYIQ»‘PCMY ?

Baze @yyy a @yig se pouzivaji ke kédovani barev v televiznich systémech PAL a NTSC
(po Tadé). Jsou postaveny na tom, zZe lidské oko vnimé nékteré odstiny citlivéji nez jiné
(proto nékteré monitory pouzivaji k zobrazeni jednoho pixelu ¢tyfi subpixely: po jednom
pro cerveny a modry kanal a dva pro zeleny).

Prvni soutadnice barvy v bazi @yyy 1 @yro urcéuje stupen Sedi (kvuli zpétné kompatibilité
s ¢ernobilymi televizory) a je u obou bazi stejnd. Vidime, ze k jejimu urceni potfebujeme
pouzit nadpoloviéni podil (presné 0.587) zeleného kanélu, zatimco u modrého ndm staci
0.114.

Barevné slozky v jingch modelech (HSV, HSL) se nedaji zjistit pomoci zadné afinni
béze v barevné krychli. Transformace mezi témito modely a naptf. modelem RGB maji
slozitéjsi vyjadreni nez pouhy soucin matice a vektoru.

Piiklad 4.9. Usecka v barevné krychli s krajnimi body ag a b (Cernd a bild barva) je

tvorena Sedymi barvami rtiznych stupn.

4.3 Body v obecné poloze

O bodech agp,ay,...,a; € A fikdme, Ze jsou v obecné poloze, jestlize zadny z nich neni afinni
kombinaci ostatnich, ¢ili jestlize neexistuje &islo i € {0,...,k} a éisla #0,... /=1 #L %
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tak, ze rO+ ... +r 4 4 44 =1a
ai=rPag+...+r g+t + . 4 Fa (4.15)

Nasledujici véta ukazuje nékolik ekvivalentnich charakteristik bodi v obecné poloze.
Meély by poslouzit k pochopeni tohoto pojmu i jeho vyznamu.

Véta 4.1. Pro body ay,...,ar € A jsou nadsledujici podminky ekvivalentni:

1. Body ay,...,ar jsou v obecné poloze.
2. Vektory a; —ag, ay — ag, . ..,a —ag jsou linedrne nezdvislé.
3. Dimenze afinniho obalu bodi ay,...,a; je rovna k.
4. Pokud pro dvé afinni kombinace bodi ao, ... ay; s koeficienty r°,....r% o 7,...,7 plati
Pag+---+rkay = Pag+ - - - + Pay, pak
A= =F . F=FF (4.16)

Diikaz. Nejprve sporem dokézeme, ze z podminky 1 plyne podminka 2. Predpokladejme,
ze vektory z podminky 2 jsou linedrné zavislé. Existuji tedy ¢&sla r',..., 7%, ne vSechna
soucasné rovna nule a takova, ze

r(a; —ag) + -+ *(ay —ag) = 0.

Pro nenulovy koeficient ' (takovy urcité existuje) muzeme vSechny ¢leny kromé i-tého
prevést na pravou stranu a rovnici podélit r':

a;—ag =
i+1 &
(Giy1—ag) —---— ;(ak —ap).

1 i—1
r r r
=—lar—ap) = ——(ai-1 —ao) -

I

Bod q; je tedy roven afinni kombinaci

, il it A
ai:dao_ﬁal_”'_ s Bl 00 B (2
kde _ _
/ Al it rk
d=1+=4 d ot —
r r r rt

(viz tlohu 3.4). Tak se ndm podarilo vyjadrit bod a; jako afinni kombinaci ostatnich bodu
a dospét ke sporu s podminkou 1.
Nyni z podminky 2 odvodime podminku 4 (podminku 3 zatim vynechdme). Podle

definice afinni kombinace je rovnost Payg+ -+ rfap = Pag+ - - - + ag ekvivalentni rovnosti

r'(a; —ao) + -+ *(ar — ap) = 7 (ay —ao) + - - + P (ax — ap).
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Z linearni nezévislosti vektori a; — ay, ..., ar — ap nyni plyne rovnost koeficient z podminky
4.

K odvozeni podminky 1 z podminky 4 si sta¢i uvédomit, ze ve vztahu (4.15) na levé i
pravé strané vystupuje afinni kombinace bodu ay,...,a;. Tyto afinni kombinace maji rizné
koeficienty, protoze na levé strané je u bodu a; koeficient 1, zatimco na strané pravé 0.
Proto z podminky 4 plyne, Ze body jsou v obecné poloze.

Nyni dokazeme, ze podminka 3 je ekvivalentni podmince 2. Podle Véty 3.3 je zaméteni
afinniho obalu Aff({ag,ay,...,ar}) rovno linedrnimu obalu vektoru a; — ay, ... ,ax — aop, jehoz
dimenze je rovna k pravé kdyz jsou tyto vektory linedrné nezavislé.

Priklad 4.10. Vrcholy trojuhelnika na obr. 4.3 jsou v obecné poloze. Podle Véty 4.1 lze
tedy libovolny bod roviny vyjadrit nejvyse jednim zpusobem jako jejich afinni kombinaci.
Abychom to ukazali, obarvili jsme kazdy vrchol jednou barvou: bod ag zelenou, a; zlutou
a ap Cervenou. Zkracené soutradnice téchto barev v bazi @rgp (piiklad 4.7) jsou po radé
[0,1,0], [1,1,0] a [1,0,0]. Kazdy bod uvnitf trojihelnika jsme obarvili afinni kombinaci
téchto barev (v barevné krychli) se stejnymi koeficienty, s jakymi lze bod vyjadrit afinni
kombinaci vrcholii. Pokud tedy pro bod a v trojihelniku plati a = r%ag +r'a; +r*a; (afinni
kombinace), obarvili jsme jej barvou b+ r'by +r?b, (afinni kombinace barev v barevné
krychli), kde by je zelend, by zluté a b, Gervend. Koeficienty 0, r! a r? jsou jednoznaéné
urceny, lze to tedy udélat jedinym zpusobem. Na obr. 4.3 vidime vysledek.

ag

ao ax

Obrézek 4.3: Jediné mozné obarveni trojihelnika, jsou-li dany barvy vrcholi a ostatni body
se obarvuji podle koeficientt, s jakymi jsou afinni kombinaci vrcholi.

Priklad 4.11. Vrcholy ¢tverce na obr. 4.4 nejsou v obecné poloze. Proto lze ¢tverec stejnym
principem jako v pfedchozim pifkladé obarvit mnoha zptisoby. Ctvrta barva je oranzova,
(zkracené soutadnice v bazi @rgp jsou [1;0,6470585;0]). Prvni ¢tverec je obarven tak, Ze
trojihelnik urceny body ag,ai,a; a trojuhelnik uréeny body aj,a»,as jsou obarveny podle
principu z Pf. 4.10 (v prvnim trojihelniku tedy neni vibec pouzita oranzova barva a
ve druhém zelend). Podobné je obarven druhy ¢tverec s pouzitim trojuhelniku ag,a;,as a
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ag,az,as. U tretiho ¢tverce je kazdy bod uvniti ¢tverce vyjadren jako afinni kombinace vsech
¢tyt vrcholi se vSemi Ctyfmi koeficienty nenulovymi (detaily zde neuvadime). U ¢tvrtého
Ctverce jsme na ¢ast bodu pouzili vypocet pro prvni a na zbytek vypocet pro druhy ¢tverec.

a3z az a3z a2 asz a2
ai ag a1 aop a1 ag

Obrazek 4.4: Rlzna obarveni bodi ¢tverce podle koeficient afinnich kombinaci vrcholi.

4.4 Bodové baze a barycentrické souradnice

Na zavér kapitoly se jesté stru¢né zminime o bodovych bazich a barycentrickych soutradni-

cich. Je-li dimenze afinniho prostoru A rovna m a body ao,...,a, € A jsou v obecné poloze,
pak se (m+ 1)-tice (ao,...,an) nazyva bodovd bdze afinniho prostoru A.
Z Véty 4.1 plyne, ze je-li ¢ = (ao,...,an) bodova baze A, pak pro kazdy bod a € A
existuje pravé jedna (m -+ 1)-tice ¢isel 7°,..., 7", jejichz soucet je roven jedné a
a=rlay+---+ray,. (4.17)
(n+1)-tice [1°,...,7"] (piSeme do hranatych zavorek a do sloupce) se nazyvé barycen-
trickymi souradnicemi bodu a vzhledem k bodové bdzi ¢@. Zavidime oznaceni [10,...,r"] =

[ay,....ap) = ag
Méjme dvé bodové béze afinniho prostoru A: ¢ = (ag,...,an), ¢ = (do,...,adn). Matici

(00)% (al)({p (am)({p
Mg = (a(:))@ s ) (e (4.18)
(a0)g (ar)g - (am)§

nazyvame matici prechodu od bodové bdize ¢ k bodové bdazi @.

Matice prechodu od bodové baze ¢ k bodové bazi ¢ vznikne tak, ze do sloupcii zapiseme
soufadnice jednotlivych prvkd bodové baze ¢ vzhledem k bodové bazi ¢ — tedy stejnym
postupem, jakym vznikd matice prechodu mezi dvéma béazemi vektorového prostoru.

Soucet prvki kazdého sloupce v matici prechodu mezi bodovymi bazemi je roven jedné.
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Véta 4.2. Pro libovolné dvé bodové bdze ¢, ¢ afinniho prostoru A a bod a € A plati
ag =Mgp.o-agp. (4.19)
Priklad 4.12. Pro libovolné tii bodové baze ¢, @, ¢’ afinniho prostoru A plati
My ¢-Mpp=Mgy o. (4.20)
Priklad 4.13. Pro libovolné dvé bodové baze @, @ afinniho prostoru A plati
Myg-Mp,p = En (4.21)
(E,; je jednotkova matice).
Méjme body ag,ay,...,a, €A a oznatme u; = a; — ag,Up = Ay — AQ, ..., Uy = Gy — dg.
Z Véty 4.1 plyne, ze (m+ 1)-tice (ao,ar,...,am) je bodovd baze pravé kdyz (m+ 1)-tice

(uy,up, ... ,um,ap) je béze afinni. Tyto dvé baze (jednu bodovou, druhou afinni) nazyviame
asoctované.

ULOHY KE KAPITOLE 4

4.1. V afinnim prostoru R? maji vzhledem k afinni bazi @ body [1,1], [1,2] a [~1,1] soufadnice (po
fadg) [0,1,1], [0,—1,1] a [~2,—1,1]. Najdéte afinni bézi ¢.

4.2. Lze zménit ¢iselné udaje v zadani predchozi tlohy tak, aby neméla feseni?

4.3. Napiste matici pfechodu od afinni baze ¢ k afinni bazi y, které jsou zadany obrazkem 4.5.

Obrazek 4.5: Dvé afinni béze.



42 KAPITOLA 4. SOURADNICOVE SYSTEMY

4.4. Napiste matici prechodu od afinni béze @ = (u;,u,ap) k afinni bézi ¢ = (i;,ir,dp) afinniho
prostoru R?, je-li

RSO N
G G N

4.5. Rozhodnéte, zda existuji dvé afinn{ baze ¢ a ¢’ afinni roviny A tak, ze matice pfechodu My o
je rovna

O = =
S N
- o O

4.6. Vratme se k prikladu 4.5 a ozna¢me prvni afinni bazi @ a druhou ¢’. Dale definujme novou
bazi v = (v1,va,bp), kde by je bod ve stiedu obrazovky, v; svisly vektor takovy, ze bod by + v lezi
na jejim hornim okraji a v, vodorovny vektor takovy, ze bod by + v, lezi na jejim pravém okraji
(pojmy ,svisly“ a ,vodorovny“ nedefinujeme, ale jsou ziejmé z kontextu). Najdéte matice My o,

My o, Moy, My

4.7. Mame dvojrozmérny afinni prostor A s afinni bazi ¢. NapiSte v bazi ¢ parametrickou rovnici
piimky prochdzejici body o zkracenych soufadnicich [1,2], [—1,3].

4.8. Napiste parametrickou rovnici afinniho obalu mnoziny {a,b,c} v afinni bazi ¢, jestlize (ve
zkriceném souradnicovém vyjéadieni)

1. ap=[1,1,0], by =[-1,2,1], cp = [0,—1,—1],
2. ap=[1,2,0], by = [-1,2,2], cp = [2,2,-1].
4.9. Pro oba afinni podprostory z tilohy 4.8 rozhodnéte, zda obsahuji bod d, jestlize
1. dyp =1[0,2,1],
2. dy =10,3,2].

4.10. Méame afinni bazi y afinniho prostoru z tlohy 4.8 s matici pfechodu

SN~
—_ o O

1
Myo=| 0
0

Napiste parametrické rovnice podprostort z prikladu 4.8 v béazi y.

4.11. Ovérte nebo vyvratte kazdou ze ¢tyf podminek Véty 4.1 pro obé trojice bodu a,b, ¢ z tlohy
4.8.
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ag

° .bl
agp

o .bO
ba

Obrazek 4.6: Dvé bodové baze

4.12. K vykresleni trojihelnika na obrazku 4.3 bylo tfeba pro kazdy bod a uvnitt trojtihelnika
zjistit koeficienty afinni kombinace a = Pag+rta; +r*ay. Jak to udélat, zndme-li soufadnice bodu a
vzhledem k afinni bazi ¢, pro kterou plati (ag)y = [0,0,1], (a1)e = [1000,0,1] a (a2)e = [500, 1000, 1]?
(Tuto tlohu jsem pfi kresleni trojihelnika skuteéné fesil.)

4.13. Zduvodnéte, ze body ag,a;,ar z obr. 4.6 jsou v obecné poloze. Pouzijte na to definici a
postupné kazdou z podminek 2, 3, 4 Véty 4.1.

4.14. Najdéte matici pfechodu od bodové baze ¢ = (ag,a1,az) k bodové bézi v = (by,b;,bs). Baze
jsou zadany obrazkem 4.6.

4.15. Mé&jme bodovou bézi ¢ = (ag,ay,...,a,) afinnfho prostoru A a permutaci p: {0,1,...,m} —
{0,1,...,m}. Dokazte, ze (m+ 1)-tice @ = (ap(0),ap(1);--->ap(m)) j€ TOVNEZ bodova béze. Cemu je
roven determinant detMy 7 Na tuto tlohu si vzpomenite, az budete ¢ist podkapitolu 9.1.

4.16. Méjme bodovou bézi ¢ = (ag,a;,a2) dvojrozmérného afinniho prostoru A a s ni asociovanou
afinni bazi y = (a1 —ao,az —ag, ap). Najdéte matici My, takovou, aby pro vSechny body a € A platilo
ay =My ¢-aep. Cemu je roven jeji determinant?






Kapitola 5

Afinni zobrazeni

Afinn{ zobrazeni jsou zobrazeni afinnich prostorti, kterd respektuji jejich strukturu. Mezi
afinni zobrazeni patii mnohé zobrazeni, kterd se pouzivaji v pocitacové grafice: posunuti,
zména méritka apod., jak v dvojrozmérném, tak trojrozmérném prostoru. Déle také rov-
nobézné promitani (napriklad trojrozmérného prostoru na obrazovku pocitace).

K popisu afinnich zobrazeni slouzi jejich matice vzhledem k afinnim bazim. Pfi realizaci
afinnich zobrazeni na pocitaci (napfiklad v OpenGL) se pracuje s jejich maticemi.

V této kapitole budeme pracovat s afinnimi prostory A a B se zaméfenimi (po fadé) U
aV.

5.1 Definice a priklady afinnich zobrazeni

Zobrazeni f: A — B afinnich prostorii A a B se nazyva afinni, jestlize pro libovolné dva
body aj,as € A a libovolnou jejich afinni kombinaci r'a; 4+ r2a; plati

f(rlal—f—rzaz) :rlf(al)—f—rzf(az). (5.1)

Pro pripomenuti pojmu afinni kombinace bodi si prectéte zacatek kapitoly 3.1. Zejména
si uvédomte, ze r! +r* = 1.

Priklad 5.1. Podle ptikladu 3.2 plyne z podminky (5.1) jeji zobecnéni na libovolny pocet
bodi:
f(lPag+rtay+---+r*a) = PP flag) + r' fla)) + -+ K far). (5.2)

1

Soucet koeficienttt 7, 7!, ..., 7 je opét roven jedné.

Priklad 5.2. Pro libovolny bod by € B je zobrazeni f: A — B, definované predpisem f(a) =
bo (tj. konstantni zobrazeni), afinni. Pro toto zobrazeni je totiz leva strana vztahu (5.1
rovna f(r'a; +r’ay) = by a prava r' f(ay) +r*f(az) = r'bo +r’bg = by.

45



46 KAPITOLA 5. AFINNI ZOBRAZENI

Priklad 5.3. Jak vime, identické zobrazeni (identita) na mnoziné X je zobrazeni Idy takové,
ze Idx (x) = x pro kazdé x € X. Identita na afinnim prostoru A je afinni zobrazeni. Dikaz
prenechame Ctenari.

Priklad 5.4. Zobecnéni predchoziho prikladu: je-li Y C X, pak kanonické vlozeni mnoziny
Y do X je zobrazeni iy : Y — X, definované predpisem iy(y) =y. Mnozina B C A je afin-
nim podprostorem afinniho prostoru A, pravé kdyz je kanonické vlozeni ig: B — A afinni
zobrazeni.

Afinni zobrazeni je jednoznac¢né urc¢eno hodnotami v prvcich bodové baze. Podrobnéji:
pokud (ag,ay,...,an) je bodova béaze afinniho prostoru A, pak libovolny bod a € A mizeme
jednoznacné vyjadrit jako afinni kombinaci jejich prvki:

a=rag+r'a;+ -+ r"a,.
Podle prikladu 5.1 tedy
fla)=f(Pao+rlay+ -+ r"ay) = 1 f(ao) +r' far) + -+ 1" f(am),

coz ukazuje, ze hodnota f(a) zavisi (kromé bodu a) pouze na hodnotéch f(ao),f(ai),
..., f(an). Tento poznatek je dobré si zapamatovat.

Priklad 5.5. Princip je ilustrovan na obrazku 5.1. Afinni zobrazeni f dvou afinnich pro-
stort dimenze 2 zobrazuje body aj, a2, az na body f(ay), f(a2), f(a3). Obrazy ostatnich
bodt uz jsou jednoznacné urceny. Proto bylo mozné na zékladé znalosti obrazi bodu ay,
az, a3 transformovat celou fotografii.

f(a1)

fla2)

f(as)

Obrazek 5.1: Obrazy bodu aj, az, az pri afinnim zobrazeni f jednozna¢né urcuji, jak se
zobrazi vSechny ostatni body.

Priklad 5.6. V prikladu 3.4 jsme tekli, ze body Bézierovy kiivky muizeme jednoznacné
vypocitat jako jisté afinni kombinace jejich fidicich bodid. Uvazme kubickou Bézierovu
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kiivku v afinnim prostoru A s fidicimi body ag,a;,az,as. Jeji bod b, pro t € [0,1] je dén
vztahem (3.4). Dale uvazme afinni zobrazeni f: A — B. Podle (5.1) plati

f(b) = f(Bag+32(1 —1)a; +3t(1 —1)?ay + (1 —1)3az)
=1 f(ao) + 3> (1 —1) f(ar) +3t(1 —1)* f(az) + (1 — 1) f(a3).

Obraz kiivky pri zobrazeni f je tedy jednoznacné urcen obrazy bodl ag,ai,az, asz: je to
kubickd Bézierova kiivka s fidicimi body f(ao), f(a1),f(az2), f(a3). Chceme-li zobrazit Bé-
zierovu krivku afinnim zobrazenim, staci tedy zobrazit jeji fidici body a vyslednou kiivku
z nich dopocitat v cilovém afinnim prostoru (obr. 5.2).

/f_’)

A i

|
| |
| as |
ax |
| ] |
| | | |
- !
| : ¢ |
| | a2 |
| |
| |
! ap |
| |
| |
|

Obrézek 5.2: Obraz Bézierovy kfivky je jednoznacné urcen obrazy jejich fidicich bodt.

Véta 5.1. Kompozice dvou afinnich zobrazeni je afinni zobrazend.

Diikaz. Méjme dvé afinni zobrazeni f:A — B a g: B — C. Ovéfime, ze kompozice go f je
afinni zobrazeni'. Na obé zobrazeni f a g mlizeme pouzit (5.1), takze pro libovolné body
aj,ay €A aéisla r', 72 (r' +r2 = 1) mame
(gof)(r'ar+r2a) = g(f(r'ai +r?a2)) = g(r' flar) +rf(a2))
=rlg(f(a)) +r2g(f(a2)) = r'(go f)la) +r*(go f)(a2),

coz dokazuje, ze zobrazeni go f je afinni.

1Slozené zobrazeni (kompozice) go f (Gteme g po f) je zobrazeni, definované piedpisem (go f)(a) =
g(f(a)). Pozor na pofadi.



48 KAPITOLA 5. AFINNI ZOBRAZENI

Véta 5.2. Meéjme afinni zobrazeni f: A — B a afinni podprostory C CA a D C B. Pak
mnoZina f(C) C B je afinni podprostor afinniho prostoru B a pokud mnoZina f~'(D) je
neprdzdnd, je afinnim podprostorem afinniho prostoru A.

Dikaz. Dokazeme prvni ¢ast a druhou nechame c¢tendri jako cviceni. Mame dokazat, ze
mnozina f(C) je afinnim podprostorem afinntho prostoru B. PouZzijeme na to vysledek
tilohy 3.13. Zvolime libovolné dva body by,by € f(C) a koeficienty r', 7> €R, r' +r> =1 a
dokézeme, 7e afinni kombinace r'by +r?b, lezi v f(C).

Jelikoz body b; a b, lezi v obrazu podprostoru C pti zobrazeni f, existuji body ay,a, € C
takové, Ze f(a;) = by a f(az) = by. Déle, jelikoz C je afinni podprostor, plati r'a; +r?a; € C,
a tedy bod f(r'a; +r*ay) lezi v f(C). Zobrazeni f je ovSem afinni, takZe podle definice
f(r'ay +r*ay) = r' f(ay) + r* f(az) = r'by +r’by. Tim jsme dokézali, Ze bod r'by + r?by lezi
v C, coz je presné to, co jsme potfebovali.

Afinni zobrazeni f: A — A se nazyva afinni transformace afinniho prostoru A. Afinni
projekce ma podprostor afinniho prostoru A je takova afinni transformace f: A — A, Ze pro
kazdé a € A plati f(f(a)) = f(a). Smyslem této podminky je, ze projekce na podprostor se
v bodech mnoziny f(A) (kterd je afinnim podprostorem, jak vime z predchozi véty) chova
jako identita: pro libovolny bod b € f(A) plati f(b) = b. Zobrazeni f tedy zobrazuje body
podprostoru f(A) na tytéz body. Je to vskutku tak: ke kazdému bodu b € f(A) existuje
bod a € A takovy, ze b = f(a), a tedy plati f(b) = f(f(a)) = f(a) = b. Obecnéji kazdému

surjektivnimu afinnimu zobrazeni f: A — B fikame afinni projekce.

Priklad 5.7. Prikladem afinni transformace afinniho prostoru A je posunuti o vektor uy €
U, coz je zobrazeni tr,,: A — A (tr jako translace), definované predpisem

try, (a) = a+up. (5.3)

Je uzitecné zkusit si podrobné dokéazat, ze opravdu jde o afinni transformaci. Identita
(piiklad 5.3) je rovnéz afinni transformace. Je to posunuti o nulovy vektor.

Priklad 5.8. Prikladem afinni projekce na podprostor je libovolné konstantni zobrazeni
f:A— A, jak se lze snadno presvédcit. Pozdéji se setkame s dalsimi priklady.

5.2 Podrizené linearni zobrazeni

Véta 5.3. Méjme afinni zobrazeni f: A — B. Pokud pro ¢tyri body ay,a,asz,as € A plati
ay —ay = as —as, pak f(az) — f(a1) = f(as) — f(a3).

Dikaz. 7 predpokladu véty plyne, ze a4 = a3+ (ap —a;y). Podle piikladu 3.3 plati a4 =
asz +ar — ay, kde na pravé strané stoji bodova kombinace bodt as,as,a; s koeficienty 1, 1 a
—1. Podle prikladu 5.1 tedy f(as) = f(a3)+ f(az2) — f(a1), neboli, opét podle prikladu 3.3,
flag) = f(az) + (f(a2) — f(a1)) (soucet bodu a vektoru). Odtud tvrzeni véty.



5.2. PODRIZENE LINEARNI ZOBRAZENI 49
Oznacime-li ve vété 5.3 vektor ay; —a; = a4 — a3 pismenem u, dostaneme f(a; +u) —

flay) = f(as+u) — f(a3). Vektor
A(u) = f(ao+u) — f(ao) (5.4)

z vektorového prostoru V tedy nezavisi na volbé bodu ag € A, ale pouze na vektoru u € U.
Predpis (5.4) tedy definuje zobrazeni A: U — V.
Obrazek 5.3 zachycuje popsanou situaci. Vidime na ném body aj,az,a3,as afinniho

A i ‘5
i S
| a4 | | |
| b L — |
i “ b i | fla2) Au) |

Obréazek 5.3: Afinni zobrazeni a podrizené linearni zobrazeni.

prostoru A takové, ze ay —a; = a4 — a3z. Obrazek ukazuje, jak by mohly vypadat obrazy
téchto bodu v afinnim zobrazeni f: vektory f(az) — f(a1) a f(as) — f(a3) se rovnaji, takze
Ize definovat zobrazeni A.

Zobrazeni A: U — V definované predpisem (5.4) se nazyva zobrazeni podrizené afinnimu
zobrazeni f.

Priklad 5.9. Podrizené zobrazeni k zobrazeni tr,, z piikladu 5.7 je identita.

Prepsani vztahu (5.4) do tvaru

flao+u) = f(ao) + A (u) (5.5)

ukazuje, ze ke zjisténi hodnoty afinniho zobrazeni f v bodé ap+ u staci znat jeho hodnotu
v bodé ay a hodnotu podrizeného zobrazeni ve vektoru u. Pokud oznac¢ime ag+u = a,
dostaneme jinou verzi tohoto vztahu,

f(a) = f(ao) +A(a—ao), (5.6)

kterd rika, jak vypocist hodnotu afinniho zobrazeni f v libovolném bodé a, pokud zndme
jeho hodnotu v bodé ap a umime vypocitat hodnotu podrizeného zobrazeni ve vektoru
a—dap.
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(5.5) a (5.6) jsou (kromé zakladnich vlastnosti matic afinnich zobrazeni z nésledujici
podkapitoly) nejcastéji pouzivané vztahy pro afinni zobrazeni. Umoznuji feSit problémy
kolem afinnich zobrazeni pomoci jejich podrizenych zobrazeni, coz je vyhodné diky nésle-
dujici véte, kterd rika, ze podrizené zobrazeni je vzdy linedrni, a Vété 5.5, ktera 1iké, ze
afinni zobrazeni jsou pravé zobrazeni popsatelna témito vztahy. Pracovat s afinnimi zobra-
zenimi na zakladé definice, bez pomoci podrizenych zobrazeni, by bylo mnohem obtiznéjsi.

Véta 5.4. Podrizené zobrazeni libovolného afinniho zobrazend je linedrni.

Diikaz. Méjme afinni zobrazeni f: A — B a jeho podfizené zobrazeni A: U — V. Podle (5.4)
pro libovolné skalary r!', 7> € R, vektory u,u; € U a bod ag € A mame

A(rtuy +r7up) = fag+r'uy +r*uz) — f(ao).

Oznaéme ag+u; = by, ag+ur = bs. Bod ag+ r'u; + r’u, je roven afinni kombinaci (1 —rl—
r?)ag + r'by 4 r*by (viz tilohu 3.4), takize
flap+ rlug + rzuz) =f((1— rl— rz)ao +r'by + r2b2)
= (L=r"=r)f(ao) +r' f(b1)+r*f(b2).

Nyni si uvédomme, ze f(by) = f(ao) +A(u1) a f(b2) = f(ao) + A(uz). Proto se (opét podle
tlohy 3.4) posledni vyraz rovna

flag) +r'A(uy) + r*A(uz).
Kdyz se vratime k zacatku dukazu, dostaneme

l(rlul —I—r2u2) = f(ao—i—rlul +r2u2) — f(ao)
= f(ao) +r'A(u) +r*A(uz) — f(ao)
= r' A (ur) +r*A(uz).

Tim je dokdzéno, ze zobrazeni A je opravdu linearni.

Véta 5.5. Pro libovolné dva body ag € A, by € B a linedrni zobrazeni A:U — V existuje
pravé jedno afinni zobrazeni f:A — B takové, Ze f(ag) = by a A je podrizené zobrazeni
zobrazent f.

Dikaz. Ze vztahu (5.6) plyne, zZe je-li ddna hodnota zobrazeni f v bodé ap a podiizené
zobrazeni A, jsou hodnoty zobrazeni f ve vSech ostatnich bodech afinniho prostoru A jedno-
znacné urceny. Zobrazeni f danych vlastnosti tedy existuje nejvyse jedno a pokud existuje,
je dano vztahem (5.6).



5.2. PODRIZENE LINEARNI ZOBRAZENI 51

Je tedy tfeba dokazat, ze zobrazeni f dané timto vztahem je afinni a jeho podiizené
zobrazeni je A. Zvolme tedy libovolné dva body aj,a, € A a &isla r!,r2 € R takova, Ze
r! + 72 = 1. Dale ozna¢me a; —ag = u1, a» —ap = up. Podle vztahu (5.6) mame

flrla; + r2a2) = by —i—?L(rlal +r?ay —ap)
= b+ A(r'uy +ruy)
=bo+r'A(uy) + r*Aur)
=r'A(ar) + " A(a).

f je tedy afinni zobrazeni. Hodnota jeho podtizeného zobrazeni ve vektoru u € U je podle
(5.1) rovna

flao+u) = flao) = flao) +A(u) — f(ao) = A(u).

Zobrazeni A je tedy podfizenym zobrazenim afinniho zobrazeni f.

Priklad 5.10. Stredovd soumérnost se stredem ay € A je zobrazeni f: A — A definované
predpisem
fla)=2ap—a

(na pravé strané je afinni kombinace, kterou lze také prepsat jako soucet bodu a vektoru:
fla)=ap+ (ap—a)). Stfedova soumérnost je afinni transformace afinniho prostoru A. To lze
odvodit pfimo z definice afinniho zobrazeni (obtiznéjsi), nebo pomoci Véty 5.5 (jednodussi).
Podrizené linedrni zobrazeni stfedové soumeérnosti je A (u) = —u.

Priklad 5.11. Zajimavy priklad stfedové soumérnosti lze ukazat na barevné krychli (pfi-
klad 4.7). Polozme d = %ao + %bo (bod d lezi ve stredu tsecky s koncovymi body v ¢erné a
bilé barvé). Pro a € A polozme f(a) =2d —a (stfedovd soumérnost se stiedem d). Zobrazeni
f pritadi kazdé barvé jeji doplnkovou barvu. Na obriazku 5.4 je barva kazdého pixelu na
pixmapé vpravo vysledkem aplikace zobrazeni f na barvu ptislusSného pixelu na pixmapé
vlevo.

Obrézek 5.4: Doplnkové barvy
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Priklad 5.12. Afinni zobrazeni z ptrikladu 5.10 miZzeme zobecnit, kdyz afinni kombinaci
2ap — a nahradime obecnou afinni kombinaci dvou bodu:

fla)=(1—k)ap+ka.

Pfepsano jako soucet bodu a vektoru: f(a) = ao+k(a—ap). Zobrazeni f se pak nazyva
stejnolehlost se stredem agy a koeficientem k. Pro k=0 je f konstantni zobrazeni, pro k=1
identita. Pro k = —1 je stejnolehlost f stfedovou soumérnosti se stiredem ag.

Na obrazku 5.5 je zndzornéna stejnolehlost f se stredem ap a koeficientem ¢ =2 a
stredova soumeérnost g s timtéz stredem.

f(b3)

Obrézek 5.5: Stejnolehlost f s koeficientem k =2 a g s koeficientem k = —1 (tj. stfedova
soumeérnost).

ULOHY KE KAPITOLE 5
5.1. Dokazte druhou ¢ast Véty 5.2.
5.2. Které z funkci z tlohy 1.14 jsou afinni zobrazeni z R do R?

5.3. Pro libovolnd dvé afinni zobrazeni f,g: A — B a ¢islo t je zobrazeni rf + (1 —1t)g, které zobrazi
kazdy bod a € A na afinni kombinaci

tf(a)+(1-1)g(a),
afinni zobrazeni. Dokazte.

5.4. V trojrozmérném afinnim prostoru A je ddn rovnobéznostén s vrcholy ap, az, as, as, as, ag,
a7, ag (viz obrdzek 5.6) a afinni zobrazeni f:A — A takové, ze f(a1) = a1, f(a2) = as, f(as) = aa,
f(asq) = ag. Najdéte obrazy vSech vrcholt rovnobéZnosténu pii zobrazeni f a obrazy vektort a7 — ag
a a7 —as v podrizeném linedrnim zobrazeni.
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ae az

as

,‘a2

ai a4

Obrazek 5.6: Obrazek k tloze 5.4.

5.5. Rovnobéznostén z tlohy 5.4 zobrazime afinnim zobrazenim f na obrazovku pocitace, kterou
chapeme jako ¢ast dvourozmeérného afinniho prostoru B. Bod a; se zobrazi do levého dolniho rohu
obrazovky, bod a7 do pravého horniho rohu, bod as nékam na levy okraj, bod a4 nékam na dolni
okraj a body a, a ag se zobraz{ do téhoz bodu (zdanlivé splynou). Je zobrazeni f témito podminkami
urceno jednoznacné? Kam se zobrazi body ay,as,as,as,ag,ag?

5.6. V afinnim prostoru A jsou dany body a; a ay a vektor ug. Afinni transformace f, g, h afinntho
prostoru A jsou (po fadé) stfedovd soumérnost se stfedem aj, stfedovd soumérnost se stfedem a; a
posunuti o vektor up. Rozhodnéte, zda slozené zobrazeni go f je

1. posunuti. Pokud ano, zjistéte, o jaky vektor.
2. stfedova soumérnost. Pokud ano, zjistéte, s jakym stredem.

Totéz provedte pro slozené zobrazeni goh.

5.7. Je mozné vyjadrit stejnolehlost s koeficientem 2 jako kompozici stfedovych soumérnosti a
posunuti?

5.8. Je mozné vzdy vyjadrit bijektivni afinni{ transformaci jako kompozici stejnolehlost{ a posunuti?
5.9. Kolik existuje bijektivnich afinnich projekci na podprostor f: A — A?

5.10. Mé&jme afinni bazi (uy,un,...,un,a0) afinntho prostoru A. UkaZte, Ze pro afinni zobrazenf
f1A — B s podfizenym zobrazenim A je (A(u1),A(u2),...,A(un), f(ao)) afinni baze afinniho prostoru
B, pravé kdyz f je bijekce.
5.11. Méjme afinni zobrazeni f: A — B a body ag,ay,...,a; € A. Dokazte nebo vyvratte:
1. Jsou-li body ag,ai,...,a; v obecné poloze, jsou i body f(ao), f(ai),...,f(ax) v obecné poloze.
2. Jsou-li body f(ao), f(ai1),...,f(ar) v obecné poloze, jsou i body ag,ay,...,a; v obecné poloze.
3. Generuji-li body ag,a,...,a; prostor A, generuji body f(aop),f(ai),...,f(ar) prostor B.
4. Generuji-li body f(ao), f(ai1),...,f(ax) prostor B, generuji body ag,ai,...,a; prostor A.






Kapitola 6

Vlastnosti afinnich zobrazeni

6.1 Matice afinniho zobrazeni vzhledem k afinnim bazim

Meéjme afinni bazi ¢ = (o, ap), & = (uy,...,u,) afinniho prostoru A se zameérenim U a afinni
bazi v = (B,bo), B = (v1,...,v,) afinniho prostoru B se zaméfenim V. Dale mé&jme afinni

zobrazeni f: A — B s podiizenym linedrnim zobrazenim A:U — V. Nasim cilem je na-
jit zptsob, jak ze soufadnicového vyjddieni ay bodu a € A vzhledem k bazi ¢ vypocitat
soufadnicové vyjadieni f(a)y jeho obrazu f(a) pfi zobrazeni f vzhledem k bazi y.

Mame

fla) = f(ao) + A(a - av),

éli podle (4.8) a s pouzitim matice M o linedrniho zobrazeni A vzhledem k bazim a, j,

A (a—ay)g
fla)y = Ala—ao)y+ flao)y = (Mﬁ’a (() ° >+f(610)w

A
Mﬁaa “(a—ap)a+ f(ao)y-

Pokud nyni sestavime blokovou matici
, (6.1)

dostaneme

(6.2)



56 KAPITOLA 6. VLASTNOSTI AFINNICH ZOBRAZENI

Matice M{,},(p se nazyva matice afinniho zobrazeni f vzhledem k bazim @, y. K sestaveni této
matice potifebujeme nasledujici idaje: matici linedrniho zobrazeni A vzhledem k vektoro-
vym bazim @, B a soufadnice bodu f(ap) vzhledem k afinni bazi y. Pro afinni zobrazeni
f:R™ — R" a kanonické afinni baze ¢ prostoru R” a y prostoru R” znac¢ime matici M{;W
jednoduse M.

Priklad 6.1. Pomoci matice afinniho zobrazeni vzhledem k afinnim bazim je snadné cha-
rakterizovat vSechny funkce f: R — R, které jsou afinnimi zobrazenimi. Jak vime z predpisu
(6.1), matice takové funkce (vzhledem ke kanonickym bazim) mé tvar

f_| P 4

kde p a g jsou néjaké ¢isla. Pro funkéni hodnotu f(a) funkce f v ¢isle a € R plati
fl@) o f(ay_(p qa) [a
( 1] M 1) |0 1 1/

fla)=pa+gq (6.3)

Takze

je obecny predpis pro afinni zobrazeni f: R — R. V matematické analyze by se misto pismene
a spise pouzilo x a predpis by vypadal takto: f(x) = px+¢. Afinni zobrazeni z R do R jsou
tedy presné funkce, kterym se v matematické analyze obvykle rika linedrni funkce. Zde
se nesmime nechat zmast nekonzistentni terminologii; tyto funkce urc¢ité vsechny nejsou
linedrnimi zobrazenimi ve smyslu linedrni algebry (které jsou?).

Priklad 6.2. Nékdy je vhodnéjsi zadat afinni zobrazeni pomoci jeho matice vzhledem
k néjakym bazim, nez pomoci jeho geometrickych vlastnosti. Ukazeme si to na piikladu
barevné krychle (priklad 4.7). Definujme afinni transformaci f: A — A pomoci jeji matice
v afinni bazi Qrgp:

0.299 0.587 0.114 0.0

N 0.299 0.587 0.114 0.0

Pre8 1 0.299 0.587 0.114 0.0

0.0 0.0 0.0 1.0

Zobrazeni f zobrazuje kazdou barvu na Sedou. Stupen Sedi je pritom namichdn z jed-
notlivych slozek barvy obvyklym zplisobem, ktery respektuje citlivost oka na tyto slozky
(nejmensi citlivost je na zelenou).

Vynéasobenim matic lze zjistit, ze

A o S
M ’ M(PRGB - M(PRGB

PrGB
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(neni nutné nasobit konkrétni ¢isla, stac¢i misto nich pouzit obecné proménné a vyuzit
toho, Ze soucet hodnot v kazdém fadku matice je roven jedné). Zobrazeni f je tedy afinni
projekce na podprostor. Timto podprostorem je primka prochazejici body reprezentujicimi
bilou a ¢ernou barvu.

6.2 Matice afinniho zobrazeni a matice prechodu

Nejprve ukazeme, ze matice prechodu je specidlnim pripadem matice afinniho zobrazeni.

Véta 6.1. Matice identického zobrazeniids: A — A vzhledem k afinnim bazim @, ¥ je rovna
matici prechodu mezi témito bazemsi:

id
Diikaz. Lze provést ruznymi zpusoby, napiiklad srovndnim vztahu (4.12) a (6.2).

Dale si ukazeme, jak lze matic prechodu pouzit k prevedeni matice afinniho zobrazeni
od jedné dvojice bazi k druhé.

Véta 6.2. Pro afinni zobrazeni f:A — B a afinni baze @, @' prostoru A a W, ¥ prostoru
B plati

o S/
My g =My yMyp-Mo g (6.5)

Diikaz. Vime, ze pro libovolny bod a € A plati f(a)y = M{,,W -ag. Ukdzeme, ze pokud
vektorem ay vynasobime matici na pravé strané (6.5), dostaneme stejny vysledek. Postupné
pouzijeme, co vime o matici afinniho zobrazeni a matici prechodu (vztahy (4.12) a (6.2)).
Dostaneme

f _ f
My y My o My -ay =My y- (Mye (Mg -ag))
=My y- (M£,<p -a(p) = Mv/’,w'f(a)w = f(a)w’-

V pocitacové grafice se slovo ,transformace“ pouziva nejednoznacnym zplusobem, coz
miize ztézovat pochopeni problematiky matic afinnich zobrazeni a matic prechodu. Slovo
se totiz vyskytuje jednak v pojmu afinni transformace a jednak u matic prechodu, kterym
se nekdy rika transformacéni matice (transformation matrix).



58 KAPITOLA 6. VLASTNOSTI AFINNICH ZOBRAZENI

6.3 Obecna rovnice afinniho podprostoru

Méjme surjektivni afinni zobrazeni f: A — R”". Podle Véty 5.2 je mnozina B vSech bodu
b € A takovych, ze f(b) =0, afinni podprostor afinniho prostoru A (je to totiz mnozina
£71({0}) a nepréazdna je diky surjektivité). Také vime, Ze dimB = n. Rovnice

f(b)=0 (6.6)

tedy jednoznacné charakterizuje afinni podprostor B dimenze n. Nazyva se obecnd rovnice
afinniho podprostoru B.

Na rozdil od parametrické rovnice afinniho podprostoru, o které jsme hovorili v ¢asti
3.2, k ziskani afinniho podprostoru charakterizovaného obecnou rovnici je tfeba tuto rovnici
vyTesit. Afinni podprostor dany obecnou rovnici je mnozinou vsSech jejich reseni.

Véta 6.3. Kazdy afinni podprostor md obecnou rovnict.

ULOHY KE KAPITOLE 6

6.1. Najdéte matici afinniho zobrazen{ z tlohy 5.4 vzhledem k afinni bazi ¢ = (a3 —a7,a6 — a7,as —
617,617).

6.2. Uvazujme bazi ¢ trojrozmérného afinniho prostoru A z tlohy 5.4 a standardni afinni bazi ¢
dvojrozmérného afinniho prostoru B z tlohy 5.5 s poc¢dtkem v levém hornim rohu obrazovky (viz

PF. 4.5). Najdéte matici M .

6.3. Najdéte matici afinni projekce na podprostor f: A — A vzhledem k afinni bazi ¢. Pro projekci
S plati, Ze f(A) = B a obraz kazdého bodu je ddn jeho soué¢tem s vhodnym ndsobkem vektoru v. A
je afinni rovina zakreslena na obrazku 6.1, B C A je afinni pfimka, dalsi idaje jsou rovnéz patrny
z obrazku.

Uz

ap (5%

Obrazek 6.1: Projekce na podprostor f z tlohy 6.3.
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6.4. Méjme afinni prostory A a B dimenzi (po fadé) 2 a 1 a afinni bdzi ¢ (resp. y) prostoru A
(resp. B). Dale méjme body ag,a;,as € A a by,by,b, € B. Rozhodnéte, zda existuje afinn{ zobrazen{
f1A— B takové, Ze f(ag) = bo, f(a;) = by a f(az) = by, kdyZ (ve zkrdcenych soutadnicich)

L. (ao)‘P = [07_1]v (al)(P = [2v 1]v (a2)(P = [_17_2]a

(bo)u,:z, (bl)w: -2, (bZ)u/:47

2. (aO)(P = [07_1]3 ((11 © — [27 l]a (a2)(0 - [_1»_2]7
(bO)W =-1, (bl)v/ =-2, (172)1// =0,

3. <a0)<p = [_17 1]7 (al)(P = [2’2]5 a2)(P = [_1’_1]’
(bo)y =2, (b1)y = =2, (b2)y =4,

4. an)q’ - [_171]’ (al)(P = [2’2]a (02)90 = [_17_1]’

Pokud zobrazeni existuje pravé jedno, najdéte jeho podtizené linearni zobrazeni a matici vzhledem
k bazim ¢, y.

6.5. Najdéte matici posunuti o vektor (1,—2) v R? vzhledem ke kanonické bézi.

6.6. Najdéte matici stfedové soumérnosti v dvourozmérném afinnim prostoru A se stfedem v obecném
bodé ag vzhledem k libovolné afinni bazi ¢ (v matici budou figurovat soufadnice bodu ag vzhledem
k bézi @). Podobné najdéte matice obecného posunuti a stejnolehlosti.

6.7. Za jakych podminek je matice M{M, jednotkova?

6.8. Obrazek o rozmérech w x h mdme zobrazit v obdélniku o rozmérech w' x &’ (v pixelech). Obrazek
méme zobrazit doprostfed, nesmime jej zkreslit (tj. maji byt zachoviny poméry délek stran a thly)
a mame vyuzit co nejvetsi plochu obdélnika. V obrazku i obdélniku mame zaddny afinni baze s
pocatkem v levém dolnim rohu a s vektory délky jednoho pixelu sméfujicimi doprava (prvni vektor)
a nahoru (druhy vektor). Najdéte matici hledaného zobrazeni vzhledem k témto bazim.

6.9. Méjme ¢tyti body ag,aj,az,a3 v trojrozmérném afinnim prostoru A. Prostor se zobrazi dvéma
afinnimi projekcemi f: A — B a g: A — C na dvojrozmérné afinni prostory B a C tak, jak je vidét na
obr. 6.2. Dokazte, ze body ag,a;,as,as tvori bodovou béazi prostoru A.

6.10. Zobrazeni f a g z pfedchozi dlohy zobrazi bod a € A tak, jak je vidét na obr. 6.2. Najdéte
soutadnice bodu a v bdzi ¢ = (ap,a;,az,a3). Pokud tlohu vyfesite, budete umét rekonstruovat 3D
scénu na zdkladé pohledii ze dvou rtiznych stran a identifikace ¢tyf vyznaénych bodu ve scéné (bez
efektu perspektivy).

6.11. Pouzijme vysledek tilohy 5.3 na zobrazeni f z prikladu 6.2 a identické zobrazeni. Vychazi, ze
pro libovolné ¢islo ¢ € [0,1] je zobrazeni ¢-1d4 + (1 —c¢) - f afinni. Naleznéte matici tohoto zobrazeni
pro konkrétni hodnoty ¢isla c¢. Na obrazku 6.3 jsou zobrazeny vysledky aplikace tohoto zobrazeni
na jednotlivé pixely dané pixmapy pro hodnoty ¢ =0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 a 1 (zleva doprava, shora
dolut).

6.12. Najdéte matici stfedové soumérnosti z piikladu 5.12 (doplitkové barvy) vzhledem k bazi @rgp.

6.13. Najdéte matici zobrazeni f z piikladu 6.2 vzhledem k bazi @cpy (piiklad 4.7).



60 KAPITOLA 6. VLASTNOSTI AFINNICH ZOBRAZENI

- @,

Obréazek 6.2: Obrazy bodt ag,ay,az,a3,a € A pri afinnich zobrazenich f:A —>Bag:A—C
z ulohy 6.10.

6.14. Zesvétleni barvy (viz priklad 4.7) lze definovat jako stejnolehlost se stiedem v bilé barvé
(v prikladu 4.7 je to bod bg) s néjakym koeficientem ¢ € [0,1]. Najdéte matici tohoto zobrazen{
vzhledem k béazi @ggp.

6.15. Misto bodu by v predchozi iiloze mizeme pouzit jinou barvu — napt. stejnolehlost se stredem
v modré barvé a koeficientem ¢ € [0, 1] realizuje smichén{ libovolné barvy s modrou v poméru daném
¢islem c. Najdéte matici tohoto zobrazeni vzhledem k bazi @ggp.
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Obrazek 6.3: Obrazek k tloze 6.11
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Kapitola 7

Vzajemna poloha afinnich
podprostoru

V této kapitole se zabyvame problémem vzijemné polohy afinnich podprostort. Z elemen-
tarni geometrie vime, ze piimky v trojrozmérném prostoru mohou byt rovnobézné, riizno-
bézné nebo mimobézné. Tyto vztahy zobecnime na libovolné afinni podprostory afinniho
prostoru libovolné dimenze.

7.1 Rovnobéznost, riznobéznost, mimobéznost

Méjme dva afinni podprostory B a B’ se zaméfenimi V, V/ afinniho prostoru A se zaméfenim
U.
O afinnich podprostorech B, B’ fekneme, Ze jsou

e rovnobéiné, pokud plati V C V' nebo V' CV,
e 7iznobézné, pokud nejsou rovnobézné a pokud BNB' # 0,
e mimobézné ve vsech ostatnich pripadech.

Definice rovnobéznosti se mize zdat neptirozend. Ctenari ovsem nic nebrani pokusit se
na zakladé intuitivni predstavy o rovnobéznosti navrhnout definici vlastni. Je to uzitecné
cviceni.

Priklad 7.1. Jsou-li podprostory B a B’ jednorozmérné (tedy piimky), jsou vektorové
prostory V a V' generované kazdy jednim nenulovym vektorem, feknéme v eV a Vv € V',
Parametrické rovnice téchto podprostori jsou pak b = by +tv pro podprostor B a b’ = bj+1'v/
pro podprostor B', kde by € B a bj, € B jsou libovolné body. V pfipadé, Ze podprostory B
a B’ jsou rovnobézné, je podle definice V = V', takze vektory v a v jsou linedrné zavislé
(kazdy je ndsobkem druhého).

63
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Priklad 7.2. V obecném pripadé, je-li dimB =n a dimB’ = rn’, je parametrickd rovnice
podprostoru B

b:bo+t1V1+"'+t"vn

a podprostoru B’

b =by+1" V41"V,
kde by € By, bj € B, vektory vy,...,v, jsou linedrn¢ nezévislé (a generuji V) a vektory
Vi,..., V), jsou linedrné nezavislé (a generuji V').
Pokud jsou podprostory B a B’ rovnobézné a n’ <n (tedy napiiklad B je rovina a B’
pifmka nebo B i B’ jsou roviny), je podle definice V' C V. Kazdy z vektort v},...,v., je tedy

linearni kombinaci vektort vy,...,v,, coz v souradnicich vzhledem k libovolné vektorové bazi
o vektorového prostoru U znamend, ze pro kazdé i € {1,...,n'} musi{ mit feSeni soustava
rovnic
1l 1 1 /1
Vi V2 n t i
v% v% v% 12 ,iz
. = . )
m mo . m n m

kde: v je k-t4 soufadnice vektoru v; v bazi o (tedy vk = (v)), v/ ¥ je k-t& soutadnice vektoru

Vi v bazi a at! ... 1" jsou nezndmé (hledané koeficienty linedrni kombinace).

Priklad 7.3. Predpoklddejme napiiklad, ze dimA =3, dimB =2 a dimB’ =1 (B je rovina
a B’ pfimka). Déle predpoklddejme, Ze v afinni bazi ¢ = (¢, ap) ma rovina B rovnici

2 1 0
b=|2 |+ [ 0 | +2| -1 (7.1)
0 —1 2
a primka B’
1 2
=10+ |-1]. (7.2)
5 0

(oboji ve zkracenych soutadnicich). Aby byla rovina B s pfimkou B’ rovnobézné, musi podle
predchoziho prikladu existovat feseni soustavy rovnic

1 0 i 2
0 -1 -QJ: -1
-1 2 0

To existuje (' =2 a t> = 1), takZe podprostory B a B’ jsou rovnobézné.
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Nasledujici véta studuje situaci, kdy dva rovnobézné afinni podprostory maji spolecny
bod.

Véta 7.1. Predpoklddejme, Ze afinni podprostory B a B’ jsou rovnobéiné a ze V' C V.
Nasledujict ¢tyri podminky jsou ekvivalentni:

1. Existuje bod by € BNB'.

2. B CB.

3. Pro kaZdé dva body b€ B a b’ € B' platib' —beV.
4. Existuji body b€ B a b’ € B takové, zeb' —beV.

Diikaz. Predpoklddejme, Ze plati podminka 1, a zvolme libovolny bod b’ € B'. Jelikoz by € B’
(podle podminky 1), lezi vektor b’ — by ve vektorovém prostoru V'. Z predpokladu V' CV
plyne i ¥’ — by € V. Jelikoz by € B (podminka 1), dostavame b' € B, takze B' C B a je splnéna
podminka 2.

Nyni ukéZeme, Ze z podminky 2 plyne podminka 3. Méjme body b € B a b’ € B'. Podle
podminky 2 b' € B, takze vektor b’ — b lezi v zaméfeni podprostoru B, tedy ve V.

Podminka 4 plyne z podminky 3, jelikoZ podprostory B a B’ jsou neprazdné, a konecné,
pokud plati podminka 4, je ¥’ = b+ (b’ —b) € B. Proto je podminka 1 splnéna pro by =1b'.

Hlavnim zévérem Véty 7.1 je (nijak prekvapivy) poznatek, ktery je ddn platnosti impli-
kace prvni a druhé podminky: na to, aby z rovnobéznych afinnich podprostort byl jeden
podprostorem druhého staci, aby mély jeden spoleény bod. Tteti a ¢tvrtd podminka jsou
ovsem rovnéz uzitecné, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 7.4. V Pf. 7.3 jsme si dokézali rovnobéZnost afinnich podprostorti B,B’ C A. Nyni
pojdme ovérit, zda B’ C B. Kdybychom neznali Vétu 7.1, museli bychom ukézat, ze kazdy
bod pifimky B’ lezi v roviné B. Vysli bychom z parametrické rovnice roviny B (7.1) a pifmky
B’ (7.2) a dostali soustavu rovnic

1 2 2 1 0
0|+ |-1|=]2 |+ 0 |+2]|-1 (7.3)
5 0 0 —1 2

pro neznamé t', 1> a parametr ¢’. Soustava musi mit feseni pro libovolnou hodnotu para-
metru ¢

Ekvivalence podminek 1 a 2 Véty 7.1 umoznuje pouzit jednodussi reseni. Neni nutné
dokazovat, ze kazdy bod piimky B’ lezi v B, ale sta¢i najit jeden takovy. Parametr ¢’
v soustavé rovnic (7.3) tedy mizeme chépat jako nezndmou. Jinymi slovy, staci najit jednu
trojici (¢',#2,¢'), které je fesenim této soustavy.
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Dalsi zjednoduseni poskytuji podminky 3 a 4. Diky ekvivalenci podminek 1 a 4 staci
najit jednu dvojici bodti b € B a b’ € B’ tak, aby vektor b’ — b lezel ve V. JelikoZ podminka 4
je ekvivalentni s podminkou 3, mohou to byt libovolné body b € B a b’ € B' s tim, ze kdyby
pro né neplatilo b’ — b € V, neni tieba hledat d4l.

Nejjednodussi je pouzit jako bod b bod o (zkrécenych) souradnicich [2,2,0] a jako bod
b’ bod o souradnicich [1,0,5]. Vektor ¥’ —b mé tedy souradnice (—1,—2,5) a k zjisténi, zda
lezi v podprostoru V, staci vyresit soustavu rovnic

1 0 1 -1
0 -1 <§2> =[-2]. (7.4)
-1 2 5
To je opravdu dalsi zjednoduseni proti soustavé (7.3), protoZe nyni mame soustavu rovnic o
dvou neznamych. Navic, matice této soustavy je stejnd jako matice soustavy z prikladu 7.3,
kterou jsme uz resili, takze stac¢i pouze zménit pravou stranu, coz vypocet usnadni jesté
vice. Soustava mé feseni t' = —1 a 1> =2, takze mizeme uzaviit, ze B’ C B.
Na zaveér prikladu poznamenejme, Ze v soustavé rovnic (7.4) vlastné pomoci paramet-
rické rovnice (7.1) testujeme, zda bod b’ lezi v roviné B.

Pokud afinni podprostory nejsou rovnobézné, mohou byt riznobézné nebo mimobézné.
Nasledujici véta pomaha rozlisit mezi témito dvéma pripady. (Symbolem ,V¢ oznacujeme
operaci spojeni vektorovych podprostoru.)

Véta 7.2. Predpoklddejme, Ze afinni podprostory B a B' nejsou rovnobéiné. Pak jsou nd-
sledujict tri podminky ekvivalentni:

1. B a B’ jsou riznobéiné.
2. Pro kaZdé dva body b€ B a b’ € B’ platib' —becVVV'.
3. Existuji body b€ B a b’ € B’ takové, Ze b —beVVV'.

Diikaz. Predpokladejme nejprve riznobéznost podprostori B a B’ (tedy platnost podminky
1) a ozna¢me by néjaky prvek jejich pruniku. Vektor by — b urcité lezi v zamétreni V (oba
body by a b totiz lezi v B) a vektor b’ — by (z podobného duvodu) lezi ve V. Soucet téchto
vektort tedy lezi v V VV’. JelikoZ je ale roven vektoru b’ — b, dokdzali jsme podminku 2.

Podminka 3 plyne z podminky 2 trividlng, jelikoz podprostory B a B’ jsou neprazdné
(kdyby ovSem nebyly, podminka 3 by neplatila).

Zbyva dokézat, ze z podminky 3 plyne podminka 1. Z predpokladu &' —b €V VvV’
plyne existence vektortt veV a v € V' takovych, ze b’ —b = v+V'. Upravou dostaneme
b+v=>b'—V'. Nalezli jsme tedy bod, ktery lezi v podprostoru B, protoZe je souc¢tem bodu
b € B a vektoru v € V. Soucasné tento bod ovSem lezi i v podprostoru B’, protoZe je souc¢tem
bodu »' € B" a vektoru —v' € V'. Podprostory B a B’ jsou tedy rtuznobézné.
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Véta 7.2 ndm (mimo jiné) fikd, Ze k zjisténi, zda jsou (nerovnobézné) podprostory B a
B’ riuznobézné, staci zvolit jakékoli dva body b € B a b’ € B’ a zjistit, zda b’ —b eV VV'.
Skutecné, pokud totiz vyjde b’ —b € VV V', pak je splnéna podminka 3, z niz podle véty
plyne podminka 1, tedy Ze jsou podprostory ruznobézné. Pokud naopak vyjde b’ —b ¢ VvV’
neni splnéna podminka 2 (jelikoz &' —b € V V'V’ neplati pro kazdé b € B a b’ € B'). Podle
véty tedy neni splnéna ani podminka 1 (podminky jsou ekvivalentni!) a podprostory jsou
mimobézné.

—_—— — — —

(BN
| AN
N
S
N\
N

ao

Obrazek 7.1: Rovnobéznostén z prikladu 7.5

Priklad 7.5. Na obr. 7.1 je zndzornén rovnobéznostén v afinnim prostoru A uré¢eny bodem
ap a lineadrné nezavislymi vektory uy, up a uz. Afinni piimky C,C’ C A prochdzi jeho vrcholy,
jak je ziejmé z obrdazku. Uréime vypocétem vzdjemnou polohu téchto piimek (je jasné, ze
by mély vyjit mimobézné).

Piimka C prochézi bodem ayg, jeji zaméteni je (u; +uz) (zatimco zaméteni je urceno
jednoznacné, generujici vektor ne). Piimku muzeme tedy symbolicky zapsat takto: C =
ao + (up +u3), jeji parametrickd rovnice (jedna z moznych) je ¢ = ag +t(up +u3z). Podobné
pro pifmku C’ dostaneme parametrickou rovnici ¢’ = ag+us +1'(u1 +up — u3).

Nejprve vyzkoumame, zda jsou primky rovnobézné. To podle definice nastane v pripadé,
ze jejich smérové vektory jsou linedrné zavislé, coz ukdzeme nebo vyvratime vyreSenim
rovnice

l‘(uz +u3) +t/(u1 “+uy — u3) =0.

Pokud najdeme ¢isla ¢ a ¢/, kterd nebudou obé souc¢asné nulova a budou resenim rovnice,
bude to znamenat linedrni zavislost smérovych vektoru. V opac¢ném piipadé jsou vektory
linearné nezavislé. Po tupravé levé strany dostaneme

fuy+ (t+1uy+ (t =1 )uz = 0.
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Jelikoz vektory uj, us a uz jsou linedrné nezavislé, rovnice plati jediné pro

=0
t+1 =0
t—1t' =0.

Odtud uz dostaneme r = t' = 0, coz ukazuje, ze vektory us +u3 a uy +up — uz jsou linedrné
nezavislé, takze primky C; a C; nejsou rovnobézné.

V druhém kroku rozhodneme, zda jsou piimky C; a C; rtiznobézné, nebo mimobézné
(Ze jsou ruznobézné nebo mimobézné uz vime — hle, jaky rozdil zptsobi vynechani jedné
carky ve vété). Pouzijeme k tomu Vétu 7.2 a pozndmku za ni.

Jelikoz ag € C a ag+uz € C', staci zjistit, zda vektor uz lezi ve spojeni zaméreni pod-
prostorit C a C', tedy zda je linedrni kombinaci vektor uy +u3 a uj + up» — uz. Resime tedy
rovnici

1(uy +uz) +1' (ug +uy —uz) = us,
kterou si podobné jeko pred chvili upravime na rovnici
tuy+ (t+1up + (1 — 1 )uz = us.

Nyni vyuzijeme fakt, ze koeficienty linedarni kombinace linedrné nezavislych vektora jsou
urceny jednoznacné. Vektory uj, up a uz jsou linearné nezavislé a na levé i pravé strané
mame jejich linedarni kombinaci. Musi tedy platit

=0
t+1 =0
t—t' =1.

Jak se snadno presvédéime, tato soustava rovnic nemé feseni. Pifmky C a C’ jsou tedy
mimobézné.

Vsimnéme si, Ze posledni soustavu rovnic jsme uz fesili, pouze s nulovou pravou stranou.
To v praxi umoznuje zjednodusit vypocty.

7.2 Pricka mimobézek

Nyni se podivame na specidlni problém nalezeni pricky dvou mimobéznych primek v troj-
rozmérném prostoru. V této podkapitole budeme tedy predpokladat, ze dimenze afinniho
prostoru A je rovna 3 a afinni podprostory B,B’ C A jsou mimobézné primky.

Uvedené vysledky lze ovSsem pomérné snadno zobecnit na pripad dvou mimobéznych
primek v afinnim prostoru libovolné dimenze.
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Prickou mimobézek B,B' C A nazyvame libovolnou pfimku C C A, kterd m4d neprazdny
prunik s kazdou z pfimek B a B'.

Libovolnou volbou bodt b € B a b’ € B’ je urc¢ena pricka mimobézek B a B'. Je tedy
ziejmé, ze pricek mimobézek B a B’ existuje nekoneéné mnoho a snadno se zkonstruuji.
Proto méa smysl uvazovat o pricce mimobézek splnujici né¢jaké dodateé¢né podminky. Ob-
vykle se Tesi néasledujici dvé dlohy:

1. nalézt pricku dvou mimobézek, kterd ma zadany smérovy vektor,
2. nalézt pricku dvou mimobézek, kterd prochazi zadanym bodem.
Obecné teseni prvni tlohy uvadi nasledujici véta.

Véta 7.3. Méjme dvé mimobeéiné primky B a B' se zamérenimi V a V' v trojrozmérném
afinnim prostoru A se zameérenim U. Ddle uvazujme nenulovy vektor w € U. Ndsledujici
dve podminky jsou ekvivalentni:

1. Existuje pricka mimobéZek B a B' se smérovym vektorem w.
2. wgVvVv'.

Diikaz. Existence pricky mimobézek B a B’ se smérovym vektorem w znamend, ze existuji
body b € B a b’ € B’ takové, ze vektor b’ — b je ndsobkem vektoru w. Podle Véty 7.2 ovSem
nesmi byt b’ —b € VVVV’ (jinak by ptimky byly rtiznobézné), coz je ekvivalentni s podminkou
weVvV.

Priklad 7.6. Vratme se k ptikladu 7.5. Obrazek 7.1 sice znézornuje rovnobéznostén v
trojrozmérném prostoru, ale sim je dvojrozmérny. Ve skutecnosti zobrazuje cast néjakého
dvojrozmérného afinniho prostoru B, na ktery je prostor A promitnut afinni projekci f:
A — B. Body a; =ap+u; a ap =ap+ %ul + %ug prostoru A jsou ruzné (to plyne z linedrni
nezavislosti vektoru uy, uz, u3), na obrazku ovSem splyvaji. Projekce f je totiz zobrazuje
na tentyz bod prostoru B. Nasim cilem je najit primku D C A, kterd se projekci f zobrazi
na prisecik! obrazti piimek C a C'. Je to piimka, jejiz viechny body se zobrazi do bodu,
ktery je na obr. 7.1 prusecikem piimek oznacenych C a C'.

Jak najit smérovy vektor piimky D? Pro libovolné dva body di,d; € D plati f(d;) =
f(d), takze vektor témito body urceny se zobrazi podfizenym linedrnim zobrazenim A na
nulovy vektor. To plyne piimo z definice podrizeného linedrniho zobrazeni (5.4).

Pro vektor a; —a; také plati A(a; —a;) =0, musi proto byt smérovym vektorem primky
D (jak to podrobné zduvodnit?). Abychom se vyhnuli zlomktm, budeme uvazovat jeho
dvojnédsobek. Hleddme tedy pticku mimobézek C a C' se smérovym vektorem 2(a; —ay).

IPriseéikem rozumime, jak je v geometrii obvyklé, jeding spoleény bod.
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Aby méla tloha Feseni, je podle Véty 7.3 tfeba, aby vektor 2(a; —a;) nebyl linedrni
kombinaci smérovych vektoru ptimek C a C’'. Vektor 2(a; —ay ) je roven uj —2up +u3, smérové
vektory piimek C a C' uz zndme z piikladu 7.5. Je tedy tfeba ovérit, Ze rovnice

t(uo +uz) +t (g +uz — u3) = uy —2up + u3

nema feseni. Podobnou tlohu jsme resili uz dvakrat. Stejnym postupem jako drive dosta-
neme znamou soustavu linedrnich rovnic, pouze s jinou pravou stranou:

=1
t+t=-2
r—t'=1

Jak snadno ovéiime, soustava opravdu nema feseni a podminka Véty 7.3 je splnéna.

Pustme se tedy do hledani pricky D. Jelikoz uz zname jeji smérovy vektor, staci nalézt
jeden jeji bod. To lze udélat riznymi zptsoby. My budeme postupovat takto: nejprve
vezmeme rovinu C uréenou pifimkou C a smérovym vektorem hledané piimky D a pak
najdeme prusecik dy této roviny s piimkou C’. To bude hledany bod pfimky D.

Parametricka rovnice roviny C, ve které predvidavé misto vektoru up + u3z pouzijeme
vektor —up —us, ktery je rovnéz smérovym vektorem primky C (neni to nutné, ale umozni
to ¢astecné pouzit jeden vysledek, ktery uz mame):

c=ao—t(up+u3z)+1(ur —2uz +u3)
a parametrickd rovnice piimky C’ (pro zopakovani):
' =ao+uz+t'(uy +ur —u3).
Bod dy lei jak v roviné C, tak na piimce C'. Hleddme tedy parametry ¢, ¢’ a 7, spliiujici
ag+us+1' (uy +up —uz) = ag — t(up +u3) +F(uy — 2ur +u3),

coz vede na soustavu rovnic

' —7=0
t+1'+2f=0
t—t' —f=-1
Reseni soustavy je jediné, a to t = —%, ¢ = % at= % Hledany priisecik dy dostaneme

dosazenim prislusnych parametrt do parametrické rovnice roviny C nebo do parametrické
rovnice primky C’ (oboji musi vyjit stejné). Dostavame dy = agp + %ul + %uz + %u_x a rovnice
hledané pricky D je pak

1 1 4 1 1
d:a0+5141+5142+5M3+S<2U1_u2+2u3>-

Tim je ptiklad vyfesen.
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Nasledujici véta uvadi obecné feseni druhé z vyse uvedenych tloh.

Véta 7.4. Méjme dvé mimobézné primky B="bo+V a B'=by+V' v trojrozmérném afinnim
prostoru A a bod ¢y € A, ¢y ¢ BUB'. Nasledujici dvé podminky jsou ekvivalentni:

1. Existuje pricka C mimobéZek B a B' obsahujici bod cy.
2. coEbo+(VVV') aco¢by+(VVV).
CHYBA V DUKAZU

Dikaz. Predpokladejme, ze pricka C existuje a oznac¢me c jeji prusecik s pfimkou B. Vektor
¢ —cp je smérovym vektorem pricky C (lezi v jejim zaméteni). Podle Véty 7.3 tento vektor
nelezi v V VvV V', Jelikoz ¢ — by € V, vektor co —c+c—bg = cy — by rovnéz nelezi v VV V',
Z toho ovSem plyne ¢o ¢ bo+ (V VV’). Stejnym zptsobem dokdzeme, ze co ¢ by + (VV V')
(pouze zaéneme bodem ¢’ € CNB'). Muzeme uzaviit, ze z podminky 1 plyne podminka 2.

V druhé ¢asti dikazu ukazeme, ze neni-li splnéna podminka 1, neni splnéna ani pod-
minka 2. Pokud pricka C neexistuje, znamena to, ze ani primka urcend body ¢y a by hleda-
nou prickou neni. Podle Véty 7.3 tedy co—bg € V'V V', coz je totéz jako co € bo+ (VVV').
Podobné se ukaze i druha c¢ast.

Priklad 7.7. Najdeme pricku D mimobézek C a C' z prikladu 7.5 prochdzejici vrcholem cg
rovnobéznosténu zakreslenym na obr. 7.1 vpravo nahote, tedy bodem cy = ag+uj + us + us.
Nebudeme ovérovat existenci pricky pomoci Véty 7.4, misto toho ji zkusime rovnou najit.
Budeme postupovat ve trech krocich:

1. Najdeme rovinu C uréenou piimkou C a bodem cj.
2. Najdeme priusecik ¢} roviny C a piimky C'.
3. Hledand pricka bude primka urcend body co a cj,.

Rovinu C miizeme zadat pomoci néjakého bodu piimky C, smérového vektoru pifmky C a
vektoru daného bodem ¢y a néjakym bodem piimky C. Zvolime bod ay a vektory —up —u3
a uy +up +uz. Mame tedy C = ag+ (—up —us,u; +up + u3) a parametrickd rovnice roviny C
je

c=ap—t(uy+uz) +1(uy +uy+us).

Tim jsme dokoncili prvni krok.
Prisecik roviny C a piimky C’ najdeme pomoci jejich parametrickych rovnic. Dostaneme
rovnici

aog+us +1'(uy +uy —uz) = ap — t(uz +u3) +(uy +uz +u3),
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kterd vede (s vyuzitim linedrni nezavislosti vektort u;, uy a u3) na soustavu rovnic

' —7=0
t+1t—7=0
t—t —f=—1,

kterd mé jediné feSenit=0,1¢ =7 = % Dosazenim do parametrické rovnice roviny C nebo
primky C’ dostaneme hledany prisecik ¢ = ag+ %(u | +up+us).
Pricka D je dédna body cp a ¢, je to tedy piimka D = ag+ (u; +uz + u3).

ULOHY KE KAPITOLE 7

7.1. Dokazte, ze bod (tedy O-rozmérny afinni podprostor) je rovnobézny s libovolnym jinym afinnim
podprostorem.

7.2. Mé&jme afinni zobrazeni f: A — B a afinni podprostory C,C’ C A, D,D’ C B. Dokazte nebo
vyvraftte:

1. Jsou-li podprostory C a C’ rovnobézné (rtiznobézné, mimobézné), jsou i podprostory f(C) a
f(C) rovnobézné (riznobé&Zné, mimobé&Zné).

2. Jsou-li podprostory D a D’ rovnob&zné (riiznobézné, mimobézné), jsou i podprostory f~!(D)
a f~1(D') rovnobézné (riiznobézné, mimobhézné).

7.3. Dokazte, ze v trojrozmérném afinnim prostoru neexistuji dvé mimobézné roviny.

7.4. Najdéte dvé mimobézné roviny ve ¢tyfrozmérném afinnim prostoru.

7.5. Existuji ve ¢tyfrozmérném afinnim prostoru dva mimobézné podprostory dimenzi 2 a 37
7.6. Na zakladé vysledka predchozich priklada se pokuste zformulovat a dokazat obecné tvrzeni.

7.7. Najdéte pficku mimobézek C a C' z piikladu 7.5 prochézejici 1. bodem ag+us, 2. bodem
ag—ujp.



Kapitola 8

Konvexnost

V této kapitole se vénujeme jistym typim podmnozin afinnich prostorti, které nejsou afin-
nimi podprostory a jsou ¢asto pouzivany: konvexnim mnozinam, mnohosténtim, lomenym
cardm a plocham.

8.1 Konvexni kombinace a konvexni mnozZiny

Afinn{ kombinaci c®ag+clay +- -+ c*ax bodt ag,ay, .. .,a; afinniho prostoru A s koeficienty
Al ...,k nazyvame konvexni kombinact, jestlize viechny koeficienty ¢, c!,...,ck jsou

nezaporné (to soucasné znamend, ze jsou vSechny mensi nebo rovny jedné).

Priklad 8.1. Pii interpretaci barvy jako prvku barevné krychle z prikladu 4.7 miizeme pro
dvé barvy ap, a; jejich konvexni kombinaci cagp+ (1 —c¢)a; chapat jako barvu, ktera je ,,mezi*
témito dvéma barvami, neboli jako barvu, ktera vznikla jejich smichanim. Koeficienty ¢ a
1 — ¢ pak urcuji pomér, ve kterém se barvy michaji. Konvexni kombinace lze vyuzit k
prolnuti dvou bitmap, jak je vidét na obrazku 8.1. Vysli jsme ze dvou bitmap a vytvorili
novou bitmapu tak, ze jsme barvu kazdého pixelu vypocetli jako konvexni kombinaci barev
prislusného pixelu v puvodnich bitmapéch. Koeficient ¢ byl postupné (zleva doprava, shora
dol) roven hodnotéam 1,0.8,0.6,0.4,0.2,0.

Konvexnim obalem neprazdné podmnoziny K C A nazyvame mnozinu vSech konvexnich
kombinaci prvka mnoziny K. Mnozina K se nazyva konvexnt, je-li jeji konvexni obal roven
K. Dimenzi konvexni mnoziny K definujeme jako dimenzi jejiho afinniho obalu a znac¢ime
dimK.

Véta 8.1. Konvexni obal libovolné neprdzdné podmnoZiny afinniho prostoru A je konverni
mnozina.

Dikaz. Postupujeme stejné jako v dikazu Véty 3.2.

73
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Obrazek 8.1: Prolnuti obrazku.

Priklad 8.2. Kazdy rovnobéznostén v afinnim prostoru A je konvexni mnozina. Rovnobéz-
nostén urceny bodem ag a vektory uy,...,u; je konvexnim obalem mnoziny svych vrchola
(tedy bodii tvaru ag+c'uy +cus + - + c*uy, kde kazdy z koeficientt ¢!,...,cX je roven 0
nebo 1).

Priklad 8.3. Kazdd Bézierova kiivka (Pf. 3.4) lezi v konvexnim obalu mnoziny svych
fidicich bodu. Je to proto, ze, kazdy jeji prvek je konvexni kombinaci fidicich bodi.

Véta 8.2. Mnozina K C A je konvexni, pravée kdyz pro libovolné dva rizné body ag,a; € K
je usecka jimi urcend podmnoZinou K.

Dikaz. Podle predchoziho prikladu je kazdy bod tsecky urcéené body ag a a; konvexni



8.2. MNOHOSTENY, POLYTOPY, POLOPROSTORY 75

kombinaci téchto bodi. Jestlize ag,a; € K, pak tedy i celd tsecka je podmnozinou K. To
dokazuje implikaci zleva doprava.

Predpokladejme, ze pro libovolné dva riazné body ag,a; € K je tsecka jimi uréend pod-
mnozinou K. Ukazeme, ze mnozina K je konvexni. K tomu je tfeba ukézat, Ze libovolna
konvexni kombinace c’bg + --- 4 c*by bodt by,...,by € K lezi v K. Dokazeme to indukei
vzhledem ke k.

Pro k=1 plati tvrzeni trividlné, protoze pro libovolné dva body bg,b; € K lezi konvexni
kombinace c’by+c'b; v K pifmo podle predpokladu.

Nyni predpoklddejme, ze k > 1 a tvrzeni plati pro ¢islo k— 1. Konvexni kombinaci
by + -+ - + ckby rozepiseme:

0 k—1
C
b+ K+ Fb = (1) <bo+~-~+ -

- bk1> +Ckbk.
Uvnitt velké zavorky je konvexni kombinace bodt by, ...,br_; € K, tedy podle indukéniho
predpokladu prvek K. Cela prava strana je konvexni kombinaci dvou bodt, a to bodu ve
velké zavorce a bodu by. Tato konvexni kombinace tedy lezi na tsecce uréené body mnoziny
K, cili, podle predpokladu, je rovnéz prvkem mnoziny K.

Uvedeny postup jsme mohli pouzit jen pro cf # 1. Piipad cf =1 je ovSem trividlni,
protoze v ném plati b+ - - - + kb = by. Véta je tedy dokazana.

8.2 Mnohostény, polytopy, poloprostory

Uvazme mnozinu {dy,...,ax} bodu v obecné poloze. Jeji konvexni obal se nazyvé troji-
helnik, je-li k =2 a ctyrsten, je-li k = 3. Konvexni obal libovolné koneéné mnoziny (jejiz
prvky nemuseji byt v obecné poloze) se nazyva konvexni mnohostén. Konvexni mnohostén
dimenze 2 se nazyva konvexni mnohouhelnik (anglicky polygon, coz je nazev, ktery se v
pocitacové grafice obvykle bohuzel pouziva pro jiny utvar, totiz lomenou ¢éru). Konvexni
mnohostén dimenze 1 je tisecka (to je tvrzeni, nikoliv definice).

Prvek a konvexniho mnohosténu K, ktery je konvexnim obalem mnoziny {ao,...,a},
se nazyva jeho vrchol, jestlize nelezi v konvexnim obalu mnoziny {ao,...,ax}\ {a}. Pfimo
z této definice plyne, Ze kazdy konvexni mnohostén mé konec¢né mnoho vrcholu.

Priklad 8.4. Rovnobéznostén je konvexni mnohostén. Jeho vrcholy (jakozto vrcholy rov-
nobéznosténu definované v podkapitole 4.1) jsou pravé vrcholy ve smyslu definice uvedené
zde.

Véta 8.3. Kazdy mnohostén je konvernim obalem mnoZiny svych vrcholi.

Diikaz. Dikaz je obtizny (zatim nejobtiznéjsi dikaz v tomto textu) a prozatim jej vyne-
chame.
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Méjme konvexni mnohostén K a neprazdnou podmnozinu Q mnoziny jeho vrchold.
Konvexni mnohostén L C K, jehoz mnozina vrcholt je Q, se nazyva sténa mnohosténu K,
kdyz mé préazdny prunik s konvexnim obalem mnoziny K \ L.

Jednorozmérna sténa mnohosténu K se nazyva hrana. Nularozmérné stény jsou prave
jednoprvkové mnoziny tvorené vrcholy mnohosténu. Mnohostén sdm je roven své (jediné)
sténé téze dimenze. Sténa dimenze dimK — 1 se nazyva nadsténa. Sjednoceni nadstén kon-
vexniho mnohosénu se nazyva jeho pldst.

Neprdzdnd mnoZina P koneéné mnoha konvexnich mnohosténii Ki,...,K, dimenze n
v afinnim prostoru A se nazyva jednoduchy polytop dimenze n (nebo téz n-polytop), jestlize
prinik libovolnych dvou mnohosténti K;, K; je bud prazdnd mnoZina, nebo spole¢nd nad-
sténa.

Mnohostény Ki,...,K, se nazyvaji stény polytopu K. Sjednoceni stén polytopu P se
nazyva nosic polytopu P a oznacuje |P|.

Jednoduchy polytop dimenze 1 se nazyva jednoduchd lomend ¢dra, jednoduchy polytop
dimenze 2 je lomend plocha.

Véta 8.4. Plast libovolného konverniho mnohosténu dimenze alesponi 1 je vZdy nosicem
jednoduchého polytopu.

Dikaz. Cviceni.

Na zavér kapitoly se jesté strucné zminime o dal$im vyznac¢ném typu podmnozin afin-

niho prostoru: o poloprostorech. Mé&me bodovou bézi (ag,ay, ..., a,) afinnitho prostoru A
dimenze m. Mnozinu K vsech afinnich kombinaci c?ag+cla; +- - -+ c™a,, takovych, ze ¢ > 0,
nazyvame poloprostor urceny body ag,ai,...,a,. Cislo m nazyvame dimenzi poloprostoru K.

Poloprostor dimenze 1 se nazyva poloprimka, poloprostor dimenze 2 polorovina.

ULOHY KE KAPITOLE 8

8.1. Dokazte nebo vyvratte nasledujici dvé tvrzeni pro afinni zobrazeni f: A — B:
1. Je-li mnozina K C A konvexni, je i mnozina f(K) C B konvexni.

2. Je-li mnozina L C B konvexni, je i mnozina f~'(L) C A konvexni.

8.2. Méjme zobrazeni f: A — B afinnich prostori A a B a predpokladejme, ze obraz kazdé konvexni
mnoziny v A je konvexni mnozina v B. Plyne z toho, Ze zobrazeni f je afinni?

8.3. Dokazte, Ze je-li K C A konvexni mnohostén a f:A — B afinni zobrazeni, je i f(K) konvexni
mnohostén. Plati, ze kazdy vrchol mnohosténu K se zobrazenim f zobrazi na vrchol mnohosténu

f(K)?

8.4. Plati, ze kazd4a sténa konvexniho mnohosténu K se afinnim zobrazenim f zobrazi na sténu
konvexnfho mnohosténu f(K)? Plati, Ze kazd4 sténa konvexniho mnohosténu f(K) je obrazem stény
konvexniho mnohosténu K7
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8.5. Je konvexni obal kazdé neprazdné mnoziny vrcholi konvexniho rovnobéznosténu jeho sténou?
8.6. Dokazte, Ze stény rovnobéznosténu jsou rovnobéznostény.

8.7. Dokazte, ze kazdy konvexn{ mnohostén dimenze m je prunikem kone¢né mnoha poloprostoru
dimenze m.






Kapitola 9

Orientace

9.1 Orientace afinnich prostori

Meéjme dvé bodové baze ¢ a y afinniho prostoru A dimenze m. Matice pfechodu My ¢
mé inverzi (kterou je matice My y). Je tedy detMy o # 0. Rekneme, Ze bize @ a v jsou
souhlasné orientované, jestlize detMy, o > 0.

Véta 9.1. Relace ,byti souhlasné orientované® je ekvivalence na mnoziné vsech bodovich
bazi afinniho prostoru A. Prislusny rozklad md pro m =0 prdvé jednu tridu a pro m >0
prave dvé tridy.

Diikaz. Reflexivita: Baze @ je souhlasné orientovand sama se sebou, protoze matice My ¢

je jednotkova a tedy detMgy o = 1 > 0.
Symetrie: Pokud detMy o > 0, pak

1

=—>0
detMy

detMy,y = det(My,p) "'

(determinant inverzni matice je roven prevracené hodnoté determinantu puvodni matice).

Tranzitivita: Predpoklddejme, Ze detMy, o > 0 a detM, y > 0. JelikoZ determinant sou-
¢inu dvou matic je roven soucinu jejich determinanti, dostavame

Na zavér dokazeme tvrzeni o poc¢tu t¥id rozkladu. Nejprve se vyporadame s pripadem
m=0. V nularozmérném afinnim prostoru existuje pravé jedna bodové baze, takze ekviva-
lence na mnoziné bodovych bazi (jedind, kterd tam existuje) ma pravé jednu tiidu.

Ptipad m > 0 je zajimavéjsi. Zacneme volbou dvou bodovych bazi ¢ a y afinniho pro-
storu A, které nejsou souhlasné orientované (takové dvé béaze vzdy existuji, viz ilohu 4.15).
Plati My o < 0. Pro libovolnou tfeti bazi x plati

My o =My y My,
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takze
deth‘p - dethJ,, . detMV/(p — —dethJ,,

a determinanty detMy o a detMy y, maji opacnd znaménka. Béze y je tedy souhlasné orien-
tovand s @ nebo y.

Tridy ekvivalence z predchozi véty se nazyvaji orientace afinniho prostoru A. Kazdy
afinni prostor dimenze alespon 1 ma tedy praveé dvé orientace. Dvé ruzné orientace se také
nazyvaji opa¢né. Kazda bodova baze afinniho prostoru uréuje pravé jednu jeho orientaci
(tu, do které patri). Pokud je na afinnim prostoru zaddna orientace, hovofime o orien-
tovaném afinnim prostoru. Bodové baze, které do této orientace patri, se nazyvaji kladné
orientované. Ostatni jsou zdporné orientované.

Orientaci na afinnim prostoru A lze tedy zadat pomoci libovolné jeho bodové béze
¢ = (ap,ay,...,an). K zadani orientace mizeme pouzit i libovolnou afinni bézi, protoze, jak
jsme si rekli v podkapitole 4.4, kazda afinni baze ma jednoznac¢né uréenou asociovanou bazi
bodovou. Orientaci afinniho prostoru A zadanou afinni bazi ¥ = (uy,...,uy,ap) rozumime
jeho orientaci zadanou (uréenou) asociovanou bodovou bazi ¢ = (ag,ap+uy,...,a0 + ).

Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze k urceni, zda dvé afinni baze urcuji tutéz orientaci,
staci zjistit determinant matice prechodu mezi jejich vektorovymi slozkami. To je vyhodné,
protoze tato matice prechodu je mensi nez matice prechodu mezi bodovymi bazemi.

Véta 9.2. Afinni baze ¢ = (a,a0) a ¢' = (o', ap) afinniho prostoru A uréuji tutéz orientact,
praveé kdyZ detMgy o > 0.

Diikaz. Nechdme na ¢tenati. Muzete pouzit vysledek Cv. 4.16.

Podobné jako u bodovych bazi rozlisujeme kladné a zdporné orientované afinni bdize
afinniho prostoru podle toho, zda s nimi asociované bodové baze jsou kladné nebo zaporné
orientované. Podle predchozi véty orientovanost afinni baze (o,ap) nezavisi na bodu ap.
Proto také hovorime o kladné a zdporne orientovanych vektorovijch bazich.

Pojem orientace afinniho prostoru osvétlime na prikladech afinnfho prostoru dimenze
1,2 a3.

Priklad 9.1. Na obr. 9.1 je uvedeno nékolik prikladi zadani orientace na afinni primce.
Bodové béze @ a ¢’ urcuji tutéz orientaci, badze @ urcuje opacnou orientaci. Na pravé
strané obrazku jsou zndzornény asociované afinni béze. Je vidét, ze baze y = (u,ap) a
v’ = (i, af) urcuji tutéz orientaci, jelikoz vektor u’ je kladnym nasobkem vektoru u. Vektor
i je zapornym nasobkem téchto vektorti a baze ¥ tedy urcuje opac¢nou orientaci.

Priklad 9.2. Na obrazku 9.2 vlevo jsou znazornény t¥i bodové béze afinni roviny. Z obrézku
1ze zhruba odhadnout jednotlivé matice prechodu a jejich determinant. Mélo by vyjit, ze
béze @ a @' urcuji tutéz orientaci a béze @ orientaci opacnou. Vpravo vidime asociované
béze afinni.
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!
ao al a1 ag Qg aq

ao u a ao ag u

Obréazek 9.1: Nahote: t¥i bodové baze afinni piimky: ¢ = (ag,a1), ¢’ = (ay,a}) a ¢ = (do,ar).
Béze @ a @' jsou souhlasné orientované, bdze @ je s nimi orientovdna nesouhlasné. Dole:
asociované afinni béze.

/- !
— u —
ap %2 02 aop ag Up U2 aop
/ /
aj | ¥ ? u Y ¥ B
a2 U2
¥ ay P uy
agp agp
ax U1

Obrazek 9.2: Vlevo: T¥i bodové béze afinni roviny: ¢ = (ag,a1,a2), ¢’ = (ay,d},d5) a
¢ = (dop,a1,a,). Baze ¢ a ¢’ jsou souhlasné orientované, bize ¢ je s nimi orientovina
nesouhlasné. Vpravo: asociované afinni baze.

Priklad 9.3. Na obrazku 9.3 vlevo vidime ¢tyfi bodové baze trojrozmérného afinniho
prostoru. Opét muzeme odhadnout jednotlivé matice prechodu a odvodit, které dvojice
bazi jsou souhlasné orientované. Vpravo jsou asociovené afinni baze.

Na afinnim prostoru R™ urcuje kanonickd afinni baze orientaci, ktera se nazyva stan-
dardni. Afinni prostor R” uvazujeme (pokud neni feceno jinak) se standardni orientaci.

9.2 Orientace na podmnozinach

Na nadroviné v orientovaném afinniho prostoru lze zadat orientaci pomoci tzv. vnéjsiho
bodu nebo vnéjsiho vektoru. K tomu je tieba nejprve dokazat pomocné tvrzeni:

Véta 9.3. Méjme nadrovinu B orientovaného afinniho prostoru A dimenze m a bod a ¢ B.
Ddle méjme dvé bodové bize @ = (ao,...,am—1) a ¢' = (ay,...,d,_,) nadroviny B. Pak tyto
dvé bdze jsou souhlasné orientované, pravé kdyzZ jsou souhlasné orientované bodové bdze

v = (ao,...,am—1,a) a ¥ = (ay,...,d,_,,a) afinniho prostoru A.
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@ Qo asz s ag 1; ao U3 ao
_ = _ U
al 3 642 ~ (p U]_ ’L_L ~ 17[)
as 2 us
C~l1 al
/ /
, a; - , Uy
a 1 Ug
a3 ...... ..2 ...... a/ u3 Lt ] - a
az 0 U9 0
-
’ / / / /
- a u
ao aiq 3 ¥ ag U1 3 ¢
4 (0

Obrazek 9.3: Ctyii bodové béze trojrozmérného afinniho prostoru (vlevo): ¢ =

/ P = P Y ~ S~ s s : . ;
(ag,ar,az,a3), ¢ = (ay,a},d,,dy) a ¢ = (ap,a,a»,az), ¢ = (do,dr,d,ds) a asociované afinni
béze (vpravo).

Diikaz. Staci si uvédomit, jak vypada matice pfechodu My :
0

— My
MW’?W_ ?,0

Z Véty 9.3 plyne, ze k libovolné nadroviné B C A a bodu a € A\ B existuje pravé jedna
orientace na afinnim prostoru B takovd, ze bodova béaze (ao,...,a,—1) prostoru B je kladné
orientovand, pravé kdyz bodova baze (ao,..., am—1,a) prostoru A je kladné orientovana.
Této orientaci nadroviny B rikdme orientace vnéejsim bodem a.

Orientaci na nadroviné B C A muzeme také zadat pomoci vektoru. Ozna¢me U zaméreni
orientovaného afinniho prostoru A a V zaméreni nadroviny B. Orientace nadroviny B vnéj-

sim vektorem u € U\ 'V je orientace, pro kterou je vektorova baze (vi,...,v,—1) zaméfeni V
souhlasné orientovana, pravé kdyz je vektorova baze (vi,...,vpy—1,u) zaméfeni U souhlasné
orientovana.

Priklad 9.4. Na obrazku 9.4 je zndzornéna afinni piimka B v afinni roviné A a vektor
u ¢ V. Orientace afinni roviny A je dédna afinni bazi ¢. Vektor u uréuje orientaci primky B
danou vektorovou bazi (v), protoze baze (v,u) je souhlasné orientovana.

Pojem orientace lze zavést i na jinych podmnozinach afinnich prostori, nez jsou afinni
podprostory. Je-li K C A konvexni mnozina dimenze k, tvori libovolnych jejich k4 1 bodu



9.3. ORIENTOVANA AFINNI ZOBRAZENI 83

Obrazek 9.4: Orientace afinni nadroviny vnéjsim vektorem.

bodovou bézi afinniho prostoru Aff(K). Orientaci mnoziny K 1ze zavést pomoci matic pie-
chodu takovych bodovych bazi podobnym zpiisobem, jako jsme zavedli orientaci afinniho
prostoru. Konvexn{ mnozinu nazyvame orientovanou, je-li na ni zadana orientace.

Kazd4 orientace konvexni mnoziny K definuje orientaci afinniho prostoru Aff(K) a nao-
pak, protoze libovolnd (k+ 1)-tice (ap,ay,...,a;) bodi mnoziny K v obecné poloze definuje
orientaci jak na mnoziné K, tak na afinnim prostoru Aff(K).

Je-li afinni prostor A orientovany a k = dimA, uvazujeme mnozinu K vzdy s orientaci,
kterda odpovida orientaci prostoru A. Je-li k=dimA — 1, lze na mnoziné K zavést orientaci
vnéjsim bodem nebo vektorem jako orientaci vnéjsim bodem ¢i vektorem nadroviny, kterou
tato mnozina generuje.

Na zaver této casti jesté strucné ukazeme, jak lze zavést orientaci na jednoduchych
polytopech.

Méjme dva orientované konvexni mnohostény K; a K, dimenze k jejichz prunikem je
konvexni mnohostén L, ktery je nadsténou kazdého z nich. Rekneme, Ze mnohostény K| a
K> jsou souhlasné orientované, jestlize existuji body by,...,by € L, a; € Ky, ap € K, takové,
ze (bi,...,bg,a1) je kladné orientovand bodova béze v Aff(Ky) a (by,...,bx,a2) je zdporné
orientovana bodova béze v Aff(Kj).

Jednoduchy polytop P v afinnim prostoru A se nazyva orientovany, je-li na kazdé jeho
sténé dana orientace tak, ze kazdé dvé stény, které maji neprazdny prunik, jsou souhlasné
orientované. Jednoduchy polytop se nazyva orientovatelny, pokud miize byt orientovany.

Priklad 9.5. Zndma Mobiova péaska (obr. 9.5), je-li vytvorena jako polytop dimenze 2,
neni orientovatelna.

9.3 Orientovana afinni zobrazeni

Je-li afinni transformace f:A — A bijektivni, pak pro kazdou bodovou bézi (ag,ay,...,an)

afinniho prostoru A plati, ze (m+ 1)-tice (f(ao),f(ai),...,f(an)) je rovnéz afinni baze. O
afinni transformaci f fikame, ze je orientovand, jsou-li tyto dvé baze souhlasné orientované.
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Obréazek 9.5: Mdbiova paska.

Priklad 9.6. Posunuti o libovolny vektor je orientovand afinni transformace.

ULOHY KE KAPITOLE 9

9.1. Dokazte, ze dvé afinni baze afinniho prostoru jsou souhlasné orientované, pravé kdyz ma jejich
matice pfechodu kladny determinant.

9.2. Uvedte priklad jednoduchého polytopu, ktery mize byt orientovan ¢tyrmi riznymi zpusoby.

9.3. Dokazte, ze afinni transformace je orientovand, pravé kdyz ma jeji matice vzhledem k libovolné
afinni bazi kladny determinant.

9.4. Dokazte, ze bijektivni afinni transformace f:A — A s podfizenym linedrnim zobrazenim A :
U — U je orientovand pravé kdyz pro libovolnou afinni bazi ¢ = (uy,uz,...,um,do) je vektorova béze
(A(u1),. .., A(up)) vektorového prostoru U souhlasné orientovand s vektorovou bazi (uy,...,uy).

9.5. Je stredova soumérnost v afinnim prostoru A orientovana afinni transformace?



Kapitola 10

Vektorové prostory se skalarnim
soucinem

Skalarni souc¢in na vektorovém prostoru je struktura, pomoci niz lze definovat délku vektoru
a odchylku mezi vektory. V této kapitole uvadime zakladni vlastnosti skalarniho soucinu,
které budeme potirebovat v dalsi kapitole. Mnoho pojmu ¢tenar uz znd z predchoziho studia.

10.1 Skalarni soucin

Skaldrni soucin na vektorovém prostoru U je zobrazeni -: U x U — R, které je pozitivné
definitni symetrickou bilinedrni formou, coz znamend, ze pro kazdé tri vektory u,v,w € U
a dva skaldry c,d € R plati

u-u>0 prou#0, (pozitivni definitnost)
U-v=v-u, (symetrie)
(cu+dv)-w=cu-w)+dv-w). (linearita v prvnim argumentu)

Vektorové prostory se skalarnim souc¢inem se nékdy nazyvaji unitdrni prostory. V celé této
kapitole budeme pracovat s vektorovym prostorem U dimenze m, na kterém je dan skaldrni
souéin.

Na vektorovém prostoru R” je definovan tzv. standardni skaldrni soucin zndmym pred-
pisem

u-v=uvl V- ™, (10.1)

kde u' resp. V' jsou slozky vektorti u resp. v.

7 definice 1ze odvodit dalsi vztahy platné pro skaldrniho soucin, napriklad

u-0=0, (10.2)

w-(cu+dv)=c(w-u)+d(w-v). (linearita ve druhém argumentu)

85
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Podminkam linearity v prvnim a druhém argumentu fikame dohromady podminka bilinea-
rity. Diky ostatnim vlastnostem skalarniho souc¢inu ovSem druhé plyne z prvni.

Vektory u,v € U se nazyvaji kolmé (ortogondlni), jestlize u-v = 0.

Zakladni vlastnosti skalarniho soucinu je Schwarzova nerovnost. Uvadime ji v nésle-
dujici vété. V literature najdeme mnoho riznych dikazi Schwarzovy nerovnosti, zadny z
nich neni pfilis intuitivni (podobné jako sama nerovnost). Dikaz vybrany zde mé alespon
tu vyhodu, Ze je kratky. Nejprve ale uvedeme samotnou nerovnost.

Véta 10.1 (Schwarzova nerovnost). Pro kaZdé dva vektory u a v prostoru U plati
(u-v)? < (u-u)(v-v). (10.3)
Rovnost nastava, pravé kdyz jsou vektory u a v linedrne zdvislé.

Diikaz. Jsou-li vektory u a v linedrné zavislé, je u nasobkem v nebo v nasobkem u. V obou
pripadech snadno dostaneme, ze se leva a prava strana nerovnosti (10.3) rovnaji.

Nyni predpokladejme, ze vektory u a v jsou linedrné nezavislé. Pro libovolné ¢islo x pak
plati (xu+v)- (xu+v) > 0. Z bilinearity dostavame

(u-u)x* +2(u-v)x+v-v>0.

Vlevo mame kvadraticky polynom v proménné x. Jeho diskriminant
D=4(u-v)>*—4(u-u)(v-v)

musi byt zdporny, coz znamend presné (u-v)? < (u-u)(v-v).

Vektor u € U se nazyva kolmy na vektorovy podprostor V. .C U, jestlize je kolmy na li-
bovolny vektor v € V. Ortogondlni doplnék vektorového podprostoru V C U je vektorovy
podprostor U, slozeny z vektoru kolmych ke kazdému vektoru z V. Dva vektorové podpro-
story Vi,V CU jsou kolmé (ortogondlni), jsou-li libovolné dva vektory v; € Vi a v, € V,
kolmé.

10.2 Délka a odchylka
Délka vektoru u (také norma) se znadi ||u|| a je definovana predpisem
lul| = Vu-u. (10.4)

Pokud ||u|| = 1, vektor se nazyva jednotkovy. Kazdy vektor mé& nenulovou délku, pravé
kdyz je nenulovy. Z libovolného nenulového vektoru muzeme vytvorit jednotkovy vektor
tzv. normovdnim, které spociva ve vynasobeni vektoru prevracenou hodnotou jeho délky:

1
Uy = —Uu.
[l
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Pomoci délek vektorii 1ze Schwarzovu nerovnost prepsat takto:
- v] < lul[[[v] (10.5)

S pouzitim této nerovnosti mizeme celkem snadno dokézat tii zdkladni vlastnosti délky
vektoru:

Véta 10.2. Pro libovolné dva vektory u,v € U a cislo ¢ € R plati

lul| >0 prou=0, (10.6)
lewll = fel[lull, (10.7)
e vIF < el + VI (10.8)

Podmince (10.8) se fika trojuhelnikovd nerovnost.

Drikaz Véty 10.2. Prvni dvé podminky plynou ptimo z definice skaldrniho souc¢inu. Dokéa-
zeme trojihelnikovou nerovnost. Podle nerovnosti (10.5) a vlastnosti skaldrniho souc¢inu
plati

eI = (u+v) - (et v) = e u+20-v) +vv = [ful® + 20 v) + [v]?
< ol 20 vl + W17 <l +2fael[ 1]+ 1912 = (el + Iv11D?,

odkud jiz trojihelnikova nerovnost snadno plyne.

Podminky (10.6), (10.7) a (10.8) se v matematice pouzivaji k definici délky vektoru na
vektorovém prostoru, kterd neni vypocitana ze skaldrniho souc¢inu pomoci vztahu (10.4).

vvvvv

(analyze dat).

Priklad 10.1. Nasledujici dvé zobrazeni ||-|[;: R” — R a ||| : R” — R spliiuji podminky
(10.6), (10.7) a (10.8):

Jually = [ [ ] - ]
ol = max ([u | [a2] ... ] ).

Nyni ukdzeme, jak lze pomoci skalarniho soucinu a délky vektoru definovat odchylku
vektori. Podle nerovnosti (10.5) plati
ju-v]
el vl =

takze arkus kosinus v nasledujici definici vzdy existuje. Odchylka 0,, vektori u a v je
definovana predpisem

u-v

¥,y = arccos (10.9)

el 1Vl
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7 této definice vyplyva nasledujici vztah mezi skaldrnim soucinem vektort u a v a jejich
odchylkou ¥,,:

w-v = [|ull [[v]| cos Dy, (10.10)
Priklad 10.2. Jsou-li vektory u a v jednotkové, dostavame ze vztahu (10.10)
u-v=cost,,,

coz ndm umozni udélat si dobrou predstavu o skalarnim soucinu jednotkovych vektort: je
to kosinus thlu, ktery sviraji. Na obrazku 10.1 vidime graf funkce kosinus. Z néj by mélo

Obrazek 10.1: Graf funkce cos

byt patrné, ze pokud vektory sviraji thel Z, je jejich skaldrni soucin nulovy (cos% = 0)
a pokud jsou totozné (a tedy jejich odchylka je nulovd), je jejich skaldrni soucin roven
jedné (cos0 =1). To také odpovida tomu, ze tyto vektory jsou jednotkové. Skalarni soucin
opac¢nych jednotkovych vektori je —1 a odchylka 7.

Priklad 10.3. V minulém prikladu je ovsem jedna zaludnost: odchylku vektort jsme po-
moci skaldrniho soucinu definovali, takze okolnost, ze skalarni soucin jednotkovych vektoru
je roven kosinu jejich odchylky, je vlastné trividlni a neobsahuje zddnou novou informaci.
Zajimavou se stane v momenté, kdy néjak ovérime, ze definice odchylky vektort pomoci
vztahu (10.9) odpovidd pozorované skutecnosti, konkrétné tomu, co o funkci kosinus vime
z elementarni geometrie.

Obrazek 10.2 znazoriuje dva jednotkové vektory u,v € R%. Vektor u je roven (1,0),
vektor v je obecny, v = (v!,v?). Standardni skaldrni soucin u-v je roven 1v! +0v?> =v!. Pro
kosinus tthlu @ plati cos® = v!/||v| (podil délek piilehlé odvésny a piepony v pravoiihlém
trojihelniku), je tedy také roven v'.

Kdybychom vektory u a v ,pootocili* tak, aby zustaly zachovany jejich délky i thel 9,
zistane jejich skaldarni soucin porad stejny. Pro¢ tomu tak je, zjistime pozdéji.
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——————— ————

u=(1,0)

Obréazek 10.2: Jednotkové vektory u,v € R?. Vidime, Ze cos® = v!, coZ je rovno (standard-
nimu) skaldrnimu souc¢inu u - v.

Dalsi poznatky, které uvedeme na zavér této ¢asti, vyplyvaji z nasledujiciho vyjadreni
délky rozdilu dvou vektoru:

lu—v|>=@u—v)-(u—v)=u-u—v-u—u-v4+v-v
= [lul|* = 2(ue-v) + [IvI]?,
takze
2(u-v) = lull? + [[vI[* — flu—v]?. (10.11)

Tato rovnost je zajimavd hned z nékolika davodu. Za prvé ukazuje, ze skalarni soucin
vektoru u a v lze spocitat ¢isté pomoci délek vektort u, v a u—v. Této skutecnosti pozdéji
vyuzijeme.

Za druhé, leva strana rovnosti je nulova pravé kdyz je nulova strana prava, coz vede k
nésledujici verzi zndmé Pythagorovy véty:

Véta 10.3 (Pythagorova). Pro kaZdé dva vektory u a v plati
= w2 = >+ o],
prave kdyz jsou ortogondlni.
A za tfeti, podle (10.10) a (10.11):
Véta 10.4 (kosinova). Pro libovolné dva vektory u a v plati

el + V1> = lull [[vi] cos B = [lu— v, (10.12)
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10.3 Ortonormalni baze
Nésledujici véta potvrzuje oc¢ividnou skute¢nost: nenulové ortogonélni vektory jsou linearné
nezavislé.

Véta 10.5. Méjme k nenulovijch vektord uy,ua,...,ur € U a predpoklidejme, Ze libovolné
dva z nich jsou kolmé. Pak jsou tyto vektory linedrné nezdvislé.

Dikaz. Podle definice linearni nezavislosti méame vyftesit rovnici
clul +czu2+~'-+ckuk =0.
Vynésobme levou stranu jednim z téchto vektoru, vektorem u;:
(clur+cCup+ -+ cfug) - wy = ! (wr - w) + P (g - wi) -+ K (- wi).

Jelikoz vektor u; je kolmy ke vSem ostatnim vektormum, je tento vyraz roven ¢ (u;-u;) =
c'||ui||. Jelikoz na pravé strané mame 0-u; = 0 (skaldrni soucin nulového vektoru a vektoru
u; je roven nule), musi platit

ci||u,-|] =0.

Délka vektoru u; je oviem podle pfedpokladu nenulova, takze musi byt ¢/ = 0. Tuto Gvahu
miizeme udélat pro kazdé i € {1,2,...,k}, takze dostavime ¢! = c? =--- =k =0, coZ zna-

menad linedrni nezavislost vektortu uy,us, ..., u.

Je-li v k-tici (eq,...,ex) vektoru v U kazdy vektor nenulovy a libovolné dva jsou kolmé,
nazyva se tato k-tice ortogondlni systém wvektori. Pokud k = m, je podle predchozi véty
o = (eq,...,ex) baze vektorového prostoru U. Nazyva se ortogonalni bize. Pokud je navic
kazdy vektor z a jednotkovy, fikame, Ze je tato baze ortonormdlni. V takovém pripadé pro
vektory baze o plati

1 kdyzi=ja
e,~ej—{ 0 jinak.

Pro ortonormalni bazi je snadné pocitat souradnice vektori. Pokud totiz pro ortonor-
malni bazi o = (ey,...,e,) a vektor v plati

v=cley+cer+---+ ey,
pak pro skalarni soucin s vektorem e; plati

veei=(clej+cter+-4cep) e
=clle;-e)+cP(er-e) 4+ 4"(en-ei)

Cl
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(podobny vypocet jsme uz délali v dukazu Véty 10.5), takze i-td4 soufadnice vektoru v
vzhledem k bazi a je v-e;.

Gram-Schmidtova ortogonalizace je zndma metoda, kterd z libovolné baze vektorového
prostoru se skalarnim soucinem vytvori ortogonalni bazi. Pokud potrebujeme ziskat bazi
ortonormalni, vysledné vektory pak normujeme.

Méme-li vektory vyjadreny v ortonormalni bazi, lze jejich skalarni soucin snadno vy-
pocitat z jejich soutadnic. Jak, to ukazuje nasledujici véta. Nez ji uvedeme, pripomenme,
ze pro vektory u,v € U symboly uq,vq oznacujeme jejich souradnicova vyjadieni v béazi
o. To jsou prvky vektorového prostoru R” (je-li m = dimU) a muZzeme je tedy vynasobit
standardnim skaldarnim soucinem.

Véta 10.6. Je-li a ortonormdlni bize vektorového prostoru U, plati pro libovolné dva
vektory u,v e U

U-v=ug Vg (10.13)

Drikaz. Ve vyrazu vlevo stac¢i vektory vyjadrit jako linedrni kombinace vektorii baze a a
vyuzit toho, Ze jde o ortonormalni bazi. Detaily nechdme na Ctenari.

Je tfeba mit na paméti, ze vztah (10.13) plati, jediné kdyz je béze a ortonormédlni.
Jeho pouziti v jinych situacich by vedlo k nespravnym vysledkim.

Nésledujici véta se zabyva tvarem matice piechodu mezi ortonorméalnimi bazemi (MT
znaci matici transponovanou k matici M).

Véta 10.7. Pro libovolné dvé ortonormdlni baze o a B plati

My g = MT7a.

Diikaz. My g je, jak vime, inverzni matice k matici Mg o. Chceme tedy dokézat, ze M[;]oc =
M}3~ o0 Deboli ze MIT3 o Mg o = E,. Matice Mg , méd ve sloupcich soufadnicovd vyjadrent
vektori baze a v bazi f. Oznacime-li o = (e1,ez,...,en), je tedy jeji i-ty sloupec roven
vektoru (e;)g. Stejnému vektoru, psanému do fadku, je roven i fddek matice MB o+ Hodnota
na pozici (i, ) v matici Mg o Mg ¢ je tedy rovna standardnimu skaldrnimu soucinu (e;)g -
(ej)g- Podle Véty 10.6 a diky ortonormalnosti baze B ovsem (e;)g - (e;)p = e;-e;. Baze o je
ovsem rovnéz ortonormaélni, takze tato hodnota je rovna 1 kdyz i = j a jinak je rovna 0.
Jinymi slovy, matice ME o Mg o je jednotkova.

Véta 10.7 ma prakticky vyznam, protoze usnadiuje vypocet matice prechodu mezi
vektorovymi bazemi, pokud jsou tyto baze ortonormélni. Misto slozitého vypoctu inverzni
matice stac¢i matici transponovat. Jak uvidime v dalsi kapitole, ortonormalni vektorové
béze se v pocitacové grafice Casto pouzivaji.

Véta 10.7 rovnéz 1ikd, ze sloupce matice Mg o tvoii (vzhledem ke standardnimu ska-
larnimu soucinu) ortonormélni bézi prostoru R™. Takovym maticim se 11k ortogondlni
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matice (kupodivu; spravny termin by byl spi$ ortonormélni matice). Ortogonalni matice
jsou pravé ¢tvercové matice M, které spliuji M—' = MT. Z tohoto vztahu snadno odvodime,
Ze |detM| = 1.

Priklad 10.4. Predpokladejme, ze dimU = 3, béze o a  prostoru U jsou ortonormélni a
jejich matice ptrechodu je

19 2
V3 V3
Mp,.,=1| L L L
Vi V2 Ve

Miuzete se presvédcit, ze matice je vskutku ortogonalni, tedy ze jeji sloupce tvori ortonor-
mélni bazi v R?. Transponovana matice je rovnéz ortogonalni (je to matice My ), takze i
fadky matice Mg 4 jsou ortonormdlni baze R3. Plati MT7 o Mg o = E3. Ve sloupcich matice
jsou soutradnicova vyjadieni vektoru baze o v bazi B a v fadcich soufadnicova vyjadireni
vektoru baze B v bazi a.

10.4 Vektorovy soucin

Predpokladejme, ze vektorovy prostor je orientovany a ma dimenzi alespon 2 (tedy m > 2)
a zvolme v ném kladné orientovanou ortonormélni bazi ¢. Pro libovolnych m — 1 vektoru
up,u2,...,uy—1 € U definujme zobrazeni P, : U — R predpisem

<sUm—1

1 1 1
p o Uyg U
Puyoct (w) =det | = AR (10.14)
m m n
uj Upy U

kde hornimi indexy znac¢ime souradnice vektoru v bazi a jako obvykle.
Véta 10.8. Hodnota Py, ,(u) nezdvisi na volbé bdze a.

Diikaz. Ozna¢me matici ve vztahu (10.14) symbolem N. Déle zvolme dalsi ortonormalni
kladné orientovanou bazi & a oznac¢me symbolem N matici sestavenou stejné jako matice
N, ale pomoci soutadnic v bazi &. Konec¢né, polozme Pul,---Mm—] (u) = detN. Nasim cilem je
ukdzat, ze Py, u, () =Pu. u, ,(u). To oviem nebude obtizné. Je totiz N =Mg - N, takze

Py ...u,  (u) = detN = det(Mg o - N) = detMg o - detN. Jelikoz baze a a & jsou ortonormélni
a souhlasné orientované, je detMg o = 1, takze By, .. () = Puy.. i, (10).

Determinant ve vztahu (10.14) lze vypocitat rozvojem podle posledniho sloupce. Do-
staneme

1.1 2.2
Pulv“:umfl(u) =vu +vu +"'+Vmum,
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kde &fsla vl v2, ... V" jsou vypoditdna ze soufadnic vektorti uy, ..., u,—1. Hodnota By, (1)
je tedy vypocitana jako skaldrni soucin vektoru u s vektorem v, jehoz souradnice v bazi o
jsou v!,v2,...,v". S pomoci tvrzeni z tlohy 10.7 lze snadno ovéfit, ze vektor v nezévisi na
tom, v jaké bazi jsme jeho souradnice pocitali. Je to tedy ur¢ity vyznamny vektor, ktery
je dén vektory ui,...,um_1. Rikd se mu vektorovy soucin vektord ui,...,um—1 a znadl se
Uy Xup X -+ Xty prom>3 aulX pro m = 2.

Vektorovy soucin obvykle neni definovin takto obecné, ale jen pro m = 3. Zde jsme
uvedli definici obecnéjsi v nadéji, ze diky tomu Ctenari snadnéji pochopi principy, které
jsou za vektorovym soucinem skryty.

Je tfeba mit na paméti, ze vzorec (10.14) predpokladd, ze vektory jsou vyjadieny vzhle-
dem k ortonormalni bazi. Pokud tento predpoklad porusime, nevyjde nam vektorovy soucin
Spravneé.

Priklad 10.5. Je-li dimenze vektorového prostoru U rovna 3 (coz je, jak jsme si uz rekli,
obvykly piipad, ve kterém vektorovy soucin pocitdme), je vektorovy soucin definovan pro
dvojice vektori. Pro vektory uj,u; € U a libovolny vektor u € U pak plati (pocitano v
soufadnicich vzhledem k néjaké ortonorméalni bazi o)

wl ul o ou!
(g xup)-u=det | u uj W
wow oW

= (ufus —wju3)u’ + (i —wyu3)u® + (uye — ujup)uc’,

takze
23 39
Upus — uyiy
(uy X w2)q = | ujub —ulud |. (10.15)
1,2 .21
Uy —uriy

Priklad 10.6. Vektorovy soucin ovsem casto pocitame i v dimenzi 2, ackoli o tom nevime.
Pro vektory u a v v dvojrozmérném vektorovém prostoru U totiz plati (opét vyjadieno v
souradnicich vzhledem k néjaké ortonormalni bazi o):

u ! 2.1, 1.2
uw-v=det| , I e A
u

takze

u* je tedy vektor, ktery jsme zvykli pouzivat jako vektor kolmy k vektoru u.
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Nasledujici véta uvadi zakladni vliastnosti vektorového soucinu. Dalsi se dozvime v pristi
kapitole.

Véta 10.9. Vektorovy soucin uy X up X -+ X upy,—1 je kolmy na kazdy z vektord uy,... uy_1.
Je nenulovy, pravé kdyz jsou vektory uy,...,u,—1 linedrné nezdvislé. V takové pripadé je
baze B = (uy,...,upm—1,u; X -+ X tpy_1) kladné orientovand.

Diikaz. Polozme v=uj Xuy X - Xtp_1. Prolibovolnéie {1,2,... . m—1}je Py, 4, ,(ui) =0,
protoze je to determinant matice se dvéma shodnymi sloupci. Ale P, (u;) =v-u;, takze

Lyeeeslbm—1
vektory v a u; jsou kolmé.
Jsou-li vektory uy,...,u,;—1 linedrné zavislé, je v =0, protoze je to determinant matice
s linearné zavislymi sloupci.
Predpoklddejme naopak, ze v = 0. Jelikoz pocet vektort uy,...,u,—1 je mensi nez di-

menze vektorového prostoru U, existuje vzdy vektor u, ktery neni jejich linearni kombinaci.
Jelikoz v =0, plati P, ,(u) =v-u=0. Cislo P, _,, (1) je oviem determinant matice,
jejiz posledni sloupec neni linedrni kombinaci ostatnich sloupcii. Jelikoz je nulovy, musi
byt tyto sloupce linearné zavislé, coz znamena linearni zavislost vektor® uy,. .., uy, 1.

Na zavér ukézeme, ze baze B je kladné orientovana. Zvolme ortonormélni kladné orien-
tovanou bézi a. Matice, jejimz determinantem je ¢islo P, 4, ,(v), obsahuje ve sloupcich
souradnice vektort baze B v bazi a. Je to tedy matice prechodu od béaze B k béazi a a plati
Pyt (v) = detMg g. Tento determinant je ovSem roven v-v = |[v||?, takze je kladny.

Tim je véta dokazana.

Priklad 10.7. Mé&jme v trojrozmérném vektorovém prostoru U vektory u; a up, jejichz
vyjadieni vzhledem k ortonormalni bazi « je

1 1
(u1)a= 101, (u2)a= |1
0 1

Vektorovy soucin téchto vektoru (lépe feceno jeho soufadnice v bézi o) mizeme vypocitat

Vv

11 !
up X uy)-v=det v = —Vv"+v
( )ov=det|0 1 12 240,
01
takze
0
(ulxuz)a: —1
1

Nyni muzeme snadno ovérit, ze vektorovy soucin u; X uy splije vSechno, co o ném 1ika Véta
10.9.
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10.5 Izometrie

V této casti predpokladame, ze mame dva vektorové prostory se skalarnim soucinem U a
V aze dimU =dimV =m.

Line4rni zobrazeni A :U — V se nazyva izometrie, jestlize pro libovolné dva vektory
uy,uy € U plati

Aur) - A(uz) = uy - us. (10.16)

Struc¢né receno, izometrie je linedrni zobrazeni, které zachovava skalarni soucin. Nasledu-
jici véta ukazuje, ze v dusledku toho zachovava i vSechny struktury, které jsou pomoci
skalarniho soucinu definovany:

Véta 10.10. Je-li A:U — V izometrie, pak pro libovolné vektory u,ui,uz, ..., uy 1,y €U
plati

LA = lul]-

2. 191(,“)’1(“2) = ﬁul,uz'

3. Je-li (ur,ua,...,uy) ortonormdlni baze prostoru U, pak (A(u1),A(u2), ..., A(unm)) je
ortonormdlni bdze prostoru V.

4. Jsou-li prostory U a 'V i zobrazeni A orientované, pak

l(l/tl) Xoees Xl(um_l) :/l(l/t] Xoees Xum_]).

Diikaz. Tvrzeni 1, 2 a 3 plynou pfimo z definic, konkrétné ze vztaht (10.4) a (10.9). Tvrzeni
4 dokézeme pozdéji.

Dusledkem tvrzeni 3 je, ze zobrazeni A je izomorfismus vektorovych prostorii.
Nasledujici tvrzeni ukazuje, Zze matice izometrie vzhledem k ortonormalnim bazim je
ortogondlni:

Véta 10.11. Méjme ortonormdlnd bazi o vektorového prostoru U a ortonormdlni bdzi B
vektorového prostoru V. Pak linedrni zobrazeni A: U — V je izometrie, pravé kdyZ matice
Mg_a je ortogondlnd.

Dikaz. Ozna¢me vektory baze a jako ey,...,e,. Jelikoz A je izometrie, tvoii vektory
A(e1),...,A(en) ortonormdlni bézi prostoru V: ortogondlni jsou piimo podle definice izo-
metrie, jednotkové jsou podle tvrzeni 1 Véty 10.10. Sloupce matice Mg o Jsou soutadnicova
vyjddreni obrazli vektorii bdze o v bazi f; i-ty sloupec matice je tedy A(e;)g. Jelikoz baze
B je ortonormélni, je matice ortogonalni podle (10.13).

Véta 10.11 ndm umozni dokoncit dikaz véty predchozi.
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Dikaz tvrzeni 4 Vety 10.10. Podle definice vektorového soucinu pro libovolny vektor u € U
je (up X - Xupy_1)-u="Py 4 ,(u)=detN, kde matice N ma ve sloupcich souradnicova
vyjadieni vektord uy,...,un—; a u v kladné orientované ortonormdlni bazi «. Obrazy
A(uy)y...;A(um—1) a A(u) téchto vektori maji v kladné orientované ortonormalni bézi fB
vektorového prostoru V soutradnicova vyjadreni ve sloupcich matice M{ o N, takze

P (1), 1) (A (1)) = det(Mf - N) = detM§ , - detN.

Matice M% o Je ovsem podle Véty 10.11 ortogondlni, takze jeji determinant je roven 1 nebo

—1. Jelikoz zobrazeni A je orientované, je roven 1. Celkové tedy dostavame Py ;) . a(u, ) (A (1)) =
detN =Py, 4, (u).
Pro libovolny vektor u € U tedy plati

(g X oo Xtggy—y) - u= (Auy) X -+ X Aum—1)) - f(u).

Vzhledem k tomu, Ze zobrazeni A je izometrie, mizeme jesté levou stranu zménit:
Aur X oo Xty—1) - A(u) = (A(uy) X -+ X Aum—1)) - f(u).

Jelikoz zobrazeni A4 je bijekce (coz je dusledek tvrzeni 3 Véty 10.10), kazdy vektor v €V je
obrazem néjakého vektoru z prostoru U. Proto pro libovolny vektor v € V plati

l(ul Xoeee xu,n_l)-v: (/l(bl]) Xoee xl(um_l))-v,

coz uz znamend rovnost, kterou jsme chtéli dokdzat (srovnejte s tilohou 10.7).

ULOHY KE KAPITOLE 10
10.1. Dokazte, ze vektory u a v jsou ortogondlni, praveé kdyz
e =+v]1% = [fael® + [I]}.

10.2. Najdéte (nestandardni) skaldrni soucin v R? takovy, aby vektory (2,0) a (1,10) tvoiily orto-
normalni bazi. Kolik takovych skaldrnich soucinii existuje?

10.3. Méjme bazi a vektorového prostoru U dimenze m a definujme skalarni souc¢in na U predpisem
Uu-v=ug- Vg

(na pravé strané je standardni skaldrn{ sou¢in v R™ soutadnicovych vyjaddieni vektort u a v v bézi
o). Ukazte, Ze opravdu jde o skaldrni soucin. Déle dokazte, Ze vzhledem k tomuto skaldrnimu
soucinu je o ortonormalni béze.

10.4. Uvedte priklad vektorového prostoru se skalarnim souc¢inem U, jeho béze o a vektora u,v € U
tak, aby neplatil vztah (10.13).



10.5. IZOMETRIE 97

10.5. Dokazte, ze vektor je nulovy, pravé kdyz je kolmy na libovolny vektor.

10.6. V prikladé 10.1 jsme ukazali dva jiné zpusoby zavedeni délky vektoru v R™ nez s pouzitim
standardniho skaldrnfho souinu: pomoci zobrazeni ||-||; a ||‘||w. Lze pomoci téchto zobrazeni a
vztahu (10.11) zavést na R™ skaldrni soucin?

10.7. Ukazte, ze pro libovolné linedrn{ zobrazeni A : U — R existuje nenulovy vektor v; € U takovy,
Ze funkéni hodnoty zobrazeni A se daji pocitat jako skaldrni souéin s vektorem v, :

A(u)=vy -u.
Ukazte, ze vektor v, je ortogondlni na jadro zobrazeni A,

10.8. Predpokladejme, ze vektory uy,up,uz € U tvori ortogonalni systém. Jsou vektorové podpro-
story (up,up) a (uz,u3) kolmé? Jaké jsou jejich dimenze?






Kapitola 11

Eukleidovské prostory

V afinnich prostorech, jak byly definoviany a studovany v predchozich kapitoldch, neni
mozno mérit: rozmeéry, plochy, objemy, thly. Jsou to pojmy, které se v teorii afinnich pro-
stort nevyskytuji. Nedostalo se na né pri vybéru jevu reilného svéta, které nasly svou
idealizovanou verzi v abstraktni strukture afinntho prostoru. V této kapitole pridame k
afinnimu prostoru strukturu, kterd meéfeni umozni. Je to struktura skalarniho soucinu,
kterou jsme zatim bez souvislosti s afinnimi prostory studovali v minulé kapitole.

11.1 Zakladni vlastnosti eukleidovskych prostori

Eukleidovskgym prostorem rozumime afinni prostor, na jehoz zaméfeni je zadan skaldrni
soucin. V celé kapitole budeme pracovat s eukleidovskym prostorem A se zaméfenim U
dimenze m. V této Casti se podivame, jak se zakladni vlastnosti skalarntho souc¢inu prenasi
na afinni prostory.

Afinni baze (a,ap) eukleidovského prostoru A se nazyva kartézskd, je-li a ortonormélni
béze zaméteni U.

O afinnich podprostorech By, B; C A fekneme, Ze jsou kolmé (ortogondlni), jsou-li jejich
zameéreni ortogonalni. Obecnéjsi pojem odchylky definujeme pro poloprimky. Je-li K; C A
polopfimka urcend body agp a a; a K; C A poloprimka urcéend body ag a ap, pak jejich
odchylkou nazyvame odchylku vektoru a; —ag a a; — ap.

Vzddlenost bodi a,b € A definujeme jako ¢islo

d(a,b) = [|b—al.

Nasledujici véta shrnuje zakladni vlastnosti vzddlenosti bodu v eukleidovském prostoru.

99
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Véta 11.1. Pro libovolné tri body ay,az,as € A plati

d(ai,az) >0, d(ai,az) =0 jediné kdyz a; = ax, (11.1)
d(ay,ap) =d(ay,ay), (11.2)
d(al,ag) S d(al,a2)+d(a2,a3). (11.3)

Dikaz. VSechny vlastnosti plynou snadno z vlastnosti normy vektoru a potazmo skaldrniho
soudinu.

Treti vlastnost se nazyva trojihelnikovd nerovnost. Celkové Véta 11.1 1ik4, ze zobrazeni
d je tzv. metrika. V teorii metrickych prostorii je metrika na mnoziné A zobrazeni d: A x A —
R, které spliiuje podminky (11.1), (11.2) a (11.3).

Pojem vzdélenosti nyni zobecnime na libovolné afinni podprostory eukleidovského pro-
storu A. Vzddlenost d(By,B,) afinnich podprostori By,By C A je definovéna takto:

d(B],Bz) :min{d(bl,bz) ‘ b] EB],bz EBz}.

Je to tedy nejkratsi ze vzdalenosti dvou bodti, z nichz jeden lezi v B; a druhy v Bj.
V principu by takto definovana vzdalenost nemusela existovat, protoze uvedend mnozina
by nemusela mit nejmensi prvek (jak vime, mnoziny redlnych ¢isel nemaji vzdy nejmensi
prvek, napriklad interval (0,1)). Obecnéjsi (a nikoli nespravnd) definice vzdélenosti afinnich
podprostort by byla tato:

d(By,By) =inf{d(b;,by) | by € B,by € By} .

Jak ukazuje nasledujici véta, k tak obecné definici se nemusime uchylovat, protoze vzdéle-
nost afinnich podprostori se vzdy realizuje v néjakych jejich bodech.

Véta 11.2. Méjme dva afinni podprostory By,By se zamérenimi Vy,V, eukleidovského pro-
storu A se zameérenim U. Déle predpokladejme, Ze pro body by € By a by € By je vektor
by — by kolmy na kazZdy z vektorovich podprostori Vi a V,. Potom

d(By,By) =d(by,b).

Diikaz. Ukazeme, ze pro libovolné body b} € By a b, € B, plati d(b),b)) > d(by,b,). Jelikoz
vektor vi = by — b} lezi v zaméfeni V| a vektor vy = by — b} lezi ve V,, jsou oba kolmé na
vektor by — by, takze i jejich rozdil vo — v je na tento vektor kolmy. Proto podle Pythagorovy
véty 10.3

162 — by — (v —v1)|]> = |lba — by ||* + [|[v2 — v ||*-

Vektor na levé strané je by —by — (vo —vi) = by — by — by + b, + by — b, = b, — D), takze levd
strana je rovna d(b},b))?. Na pravé strané mdme d(by,b)? + ||v2 — vi|?, takZe opravdu
d(b,bh) > d(by,by).
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Véta 11.2 dava zdkladni informaci o vzdalenosti afinnich podprostori. Ta je urcena
vzdélenosti bodi, které maji k podprostorum urcity vztah. K urceni vzdalenosti podpro-
storti je tfeba tyto body najit. Zptsob, jak to udélat, zavisi na konkrétnich vlastnostech
podprostoru: jejich vzajemné poloze a dimenzi.

V pripadé, ze jde o primky v trojrozmérném prostoru, ovSsem TFeseni zndme. Napii-
klad pokud jde o mimobézky, muzeme jejich vzdalenost zjistit nalezenim jejich pricky se
smérovym vektorem kolmym na obé primky.

Afinni projekce f eukleidovského prostoru A na podprostor B C A se nazyva ortogondlni,
je-li pro kazdy bod a € A vektor a — f(a) kolmy na zaméfeni podprostoru B.

11.2 Shodnost a podobnost

Zobrazeni f afinnich prostoru A a B se nazyva shodné (téZ shodnost), pokud pro kazdé dva
body ay,a; € A plati

d(f(ar), f(az2)) = d(a1,a2).
Véta 11.3. Kazdd shodnost je afinni zobrazend.
Priklad 11.1. Identita, posunuti, stfedova soumérnost jsou shodné zobrazeni.

Priklad 11.2. Méjme afinni podprostor B eukleidovského prostoru A, dimB = dimA — 1.
Pro kazdy bod a € A existuje pravé jeden bod f(a) € A takovy, ze

1. jestlize a ¢ B, pak f(a) # a,
2. jestlize f(a) # a, pak pfimka urc¢end body a a f(a) je kolméd na nadrovinu B,
3. d(a,B) = d(f(a), B).

Zobrazeni f, které pritazuje kazdému bodu a bod f(a), je shodnost a nazyva se zrcadleni
podle nadroviny B.

Priklad 11.3. Méjme afinni podprostor B eukleidovského prostoru A, dimB = dimA — 2.
Pokud pro bijektivni afinni transformaci f: A — A plati

1. pro kazdy bod a € A, b € B je d(f(a),b) =d(a,b),
2. f zachovava orientaci A,

pak existuje ¢islo ¥ € [0, 7], takové, Ze pro libovolny bod a ¢ B je odchylka ptimky obsahujici
bod a a kolmé na B a primky obsahujici bod f(a) a kolmé na B rovna ¥. Zobrazeni f je
shodné zobrazeni a nazyva se Otoceni (rotace) kolem B o thel 9.

Obecné existuji dvé ruznd otoceni kolem B o tihel . Abychom je odlisili, museli bychom
vzit v tvahu orientaci prostoru A.
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V dvojrozmérném afinnim prostoru A je matice podiizeného linearniho zobrazeni rotace
o thel ¥ vzhledem ke kladné orientované kartézské bazi

costy —sint
M= (sinﬁ cos ¥ > ’ (11.4)

Zobrazeni f je podobné (podobnost), pokud existuje ¢islo ¢ takové, ze pro kazdé a;,a, € A
plati

d(f(ar), f(az2)) = cd(ar,az).
Cislo ¢ se nazyva koeficient podobnosti f.
Priklad 11.4. Kazda shodnost je podobnost s koeficientem 1.
Piiklad 11.5. Stejnolehlost s koeficientem ¢ je podobnost s koeficientem |c|.

Véta 11.4. Je-li f: A — B podobnost s koeficientem c, pak pro kazdé tri body ag,a,a, € A
plati

(f(a1) = f(a0)) - (f(a2) — f(a0)) = ¢*(a1 —ap) - (a2 — ap).
Diikaz. Plyne primo z (10.11).

Posledni dvé véty této kapitoly plynou z predchozi véty. Jejich dikazy nechdme na
Ctenari.
Véta 11.5. Podrizené linedrni zobrazeni shodnosti je izometrie.
Véta 11.6. Podobnost zachovdvd uhly: je-li f: A — B podobnost a Ki,K» C A poloprimky

se spolecnym pocatecnim bodem, pak odchylka poloprimek f(Ki) a f(Kz) je rovna odchylce
poloprimek K; a K.

11.3 Obecna rovnice pomoci skalarniho soucinu

V ¢ésti 6.3 jsme zavedli obecnou rovnici podprostoru afinntho prostoru. Ukézali jsme, ze
kazdy afinni podprostor B C A dimenze n je roven mnoziné feseni rovnice (6.6)

kde f: A — R™" je surjektivni afinni zobrazeni. Nyni si ukdzeme, jak lze rovnici prepsat
pomoci skaldrniho souc¢inu v pripadé, ze n =m—1 (tedy m—n =1 a B je nadrovina v pro-
storu A).



11.3. OBECNA ROVNICE POMOCI SKALARNIHO SOUCINU 103

Bodem b eukleidovského prostoru A se zamérenim U a nenulovym vektorem w € U je
jednoznac¢né urcéena nadrovina B C A, ktera jim prochazi a jejiz zaméteni V je tvoreno vek-
tory kolmymi k vektoru w (V je tedy ortogondlnim doplitkem jednorozmérného vektorového
podprostoru generovaného vektorem w).

Nadrovina B je tvorena takovymi body b € A, Ze vektory b — by jsou kolmé na vektor w.
Je tedy dana rovnici

w-(b—bg) =0. (11.5)

Tato rovnice se nazyva obecnd rovnice nadroviny B (verze se skaldrnim soucinem).
Vyjadiime rovnici v soufadnicich. Zvolme libovolnou kartézskou bazi ¢ = (o, ap) pro-

storu A, o = (uy,...,un). Ozna¢me souradnice vektoru w ve vektorové bazi o takto: wy =
(whw?,...,w™), zkracené souiadnice bodii b a by v bazi ¢ jako by = [b',b%,....b"] a
(bo)g = [b}, b3, - .., bY]. Ted miizeme levou stranu obecné rovnice napsat v soufadnicich:

w-(b—bo) =wg - (b—b0)a =Wa by —We - (bo)g-
Dostavame tedy nasledujici souradnicovou verzi obecné rovnice nadroviny:
Wa -be =wq - (bo)g- (11.6)
Obecn4 rovnice nadroviny byva zadana v soufadnicich takto:

wib! Wb - Wb =, (11.7)

kde w!, w?

,-.,W" jsou zadand ¢isla (souradnice zadaného norméalového vektoru nadroviny),
b',b?%,...,b" proménné (souradnice obecného bodu nadroviny) a ¢ &islo.
Tato rovnice je nékdy uziteénéjsi nez rovnice parametrickd. Kdybychom ji nicméné

chtéli na parametrickou rovnici prevést, mizeme postupovat takto:

1. Nalézt jedno feseni rovnice (tzv. partikuldrni resent). Tim ziskdme souradnice jed-
noho bodu by € B.

2. Nalézt obecné Tfeseni homogenni rovnice
wlvl +W2V2 4. +Wmvm — O,

coz je snadné, protoze jde o jednu homogenni linearn{ rovnici o m neznamych v',v2, ...,
V. Koeficienty w!,w?,...,w™ nejsou vSechny nulové, protoZe jsou to soufadnice ne-
nulového normélového vektoru nadroviny. Rovnice m& m — 1 linedrné nezavislych

Fesent:
1 1 1
Vi &) Vin—1
bl : ) 9 E bl
1 m m
Vi Va Vin—1

coz jsou souradnice vektora vy,...,v,_1, které tvori bazi zaméreni nadroviny B.
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Parametrickd rovnice nadroviny B pak bude
b:b0+t1v1+--~+tmvm,1. (11.8)

Pokud chceme naopak parametrickou rovnici nadroviny (11.8) prevést na obecnou rov-
nici, mizeme postupovat takto: polozime w=v| X vy X -+ X v,,_1, ¢imz dostaneme normalovy
vektor w. Obecnd rovnice mé pak tvar (11.5) a v souradnicich (11.6), pfipadné (11.7), kde
¢islo ¢ ziskdme dosazenim bodu by do levé strany.

ULOHY KE KAPITOLE 11

11.1. Pfedpoklddejme, Ze béze (u1,uz,u3,a0) v prikladu 7.5 je kartézskd. Najdéte vzdalenost ptimek
C a C'. Pfi hleddn{ pruseciku roviny a piimky zkuste dva zptsoby: pomoci parametrické a pomoci
obecné rovnice roviny.

11.2. V situaci z predchozi tlohy uvazte ortogondlni projekci na podprostor urceny bodem ag
a vektory u; a up. Je obraz piimky C' pfi této projekci kolmy na pifmku C? Odhadnéte a pak
vypoctéte.

11.3. V situaci z tlohy 11.1 uvazte rovinu D, ktera obsahuje bod ag+u; +uy + u3 a je rovnobézna
s piimkou C i s piimkou C’. Jak4 je vzdalenost roviny D od téchto piimek?

11.4. Podle udaju z obrazku 11.1 najdéte matici podobnosti f eukleidovské roviny A vzhledem ke
kartézské bazi ¢, kdyz znate obrazy bodi a a b a vite, ze podobnost zachovava orientaci. Kolik je
koeficient podobnosti f?

A f(b)
b c
U9 . .
1%
f(e)
agp U1 I

Obrazek 11.1: Obrazek k tloze 11.4

11.5. V afinni roviné je dédna kartézska baze ¢ a bod ag se zkracenymi souradnicemi (ag)e = [3,1].
Najdéte matici rotace se stfedem ag o tihel ¥ = § ve sméru souhlasném s orientaci danou bazi ¢.



Kapitola 12

Projektivni prostory

Teorie afinnich prostoriu, jak jsme se ji zabyvali dosud, neni dostate¢né obecné pro zakladni
potieby pocitacové grafiky. Hlavnim jejim nedostatkem, ktery brani obecnéjsimu pouziti, je
omezenost afinnich zobrazeni. Ta nedovedou zachytit nasi zakladni zkusenost z pozorovani
svéta: rovnobézné primky vidime jako raznobézky, pozorovand velikost objektu zavisi na
tom, jak je objekt od pozorovatele vzdalen.

Tato a nasledujici kapitola se zabyvaji zaklady teorie projektivnich prostori, ktera tyto
nedostatky nema. V prvni ¢asti této kapitoly studujeme zobrazeni afinnich prostort, kterd
nezachovavaji rovnobéznost, ale realizuji obecnéjsi efekt perspektivy (zkoseni). Zjistime,
ze ke studiu téchto zobrazeni je vhodné rozsitit afinni prostory o nevlastni body (,,body
v nekone¢nu*) a tim dojdeme k teorii projektivnich prostori.

Prvky afinnich prostort se casto soucasné povazuji za vektory v néjakych prostorech
vektorovych. Proto neni mozné vzdy odlisit, kdy souradnice bodi oznacovat hranatymi a
kdy kulatymi zavorkami.

12.1 Perspektivni promitani v prikladech

Snazime se nalézt matematicky model pro zobrazeni, ktera (na rozdil od afinnich zobrazeni)
nezachovavaji rovnobéznost, ale realizuji efekt perspektivy, zkoseni a podobné. To si, jak
uvidime, vynuti prechod k jinému typu prostori, nez jsou prostory afinni.

Priklad 12.1. Ukazeme piiklad zobrazeni dvou dvourozmérnych afinnich prostort s efek-
tem perspektivy. Na obrazku 12.1 vlevo je fotografie. Vpravo je pak jista jeji transformace
provedend v grafickém softwaru. Software pouzil urc¢ité zobrazeni roviny vlevo do roviny
vpravo, které nezachovava rovnobéznost. Inverzni zobrazeni, tedy zobrazeni zprava doleva,
je zobrazeni, které provedl samotny fotoaparat pii porizovani fotografie.

Na obrazku 12.2 je schematicky znazornéno zobrazeni podobné tomu, které se vaze
k fotografii na predchozim obrazku. Mélo by jit o zobrazeni f: A — B dvou afinnich prostoru
A a B, ovsem nikoliv o afinni zobrazeni. Na obrazku vidime afinni baze ¢ = (uj,uz,a0)

105
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Obrazek 12.1: Transformace (Casti) dvourozmérného afinniho prostoru, ktera neni afinni
(obréazek k prikladu 12.1).

prostoru A a W = (vy,v2,bg) prostoru B. Zobrazeni by mélo zobrazovat vrcholy lichobéznika
vlevo na odpovidajici vrcholy obdélnika vpravo. Mélo by tedy platit

f(ao) = by, flao+4uy) = by +2vy, (12.1)
flao+uy +3uz) = by + 3v,, flao+3u; +3uz) = bo+2vi + 3v,. (12.2)

Dale by se méla libovolnd primka prvniho prostoru zobrazit do primky, neboli obrazy
libovolnych bodu lezicich na pfimce by mély opét lezet na piimce.

i I A2 e
A \ i/ A B 10
; ¥ B |
A\ . | |
' /A i i
AR | |
/ \ | |
SN by b3
/ \
az, \ @3
:
us ' V2
¢ * a1 '
Q,
O Uy \ bo| u1 :bl
/ \
v \ | |
Cy \ | |
o \ | |
v \ | |
V] v T

Obrézek 12.2: Druhy obréazek k prikladu 12.1.
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Vytvorime jednoduchy geometricky model, ktery ndm umozni zobrazeni z predchoziho
prikladu popsat. Kniha lezi v afinni roviné A, na kterou se diva pozorovatel z bodu leziciho
mimo rovinu. Tento bod je pevné zvolen, miizeme tedy nas trojrozmérny prostor s pozo-
rovatelem a rovinou A modelovat trojrozmérnym vektorovym prostorem V', jehoz nulovy
vektor je pravé umisténim pozorovatele.

Obraz vidény pozorovatelem je projekci okoli na promitaci platno, které modelujeme
afinni rovinou B. Na ni vznika deformovany obraz obdélnika knihy (obr. 12.3).

A

agp

Obrazek 12.3:

Pozorovatel neni schopen rozlisit body lezici v zdkrytu, tedy body modelované vek-
tory, z nichz kazdy je nenulovym nasobkem toho druhého. Na obrazku vidime dva takové
vektory oznacené u a v. Je zhruba vidét, ze v = 3u. VSechny takové body pozorovateli sply-
vaji v jeden. Jsou to body, které lezi na primce prochézejici nulovym vektorem, tedy na
jednorozmérném vektorovém podprostoru vektorového prostoru V.

Jelikoz afinni prostor A je podprostorem vektorového prostoru V, jsou vsSechny jeho
body soucasné vektory prostoru V.

Priklad 12.2. Na obrazku je zndzornén jeden takovy vektor: vektor ag, ktery je poc¢atkem
afinni baze ¢ prostoru A z piikladu 12.1. Vektory u; a up této béaze jsou také vektory
prostoru V, takze ¢ je vektorova baze vektorového prostoru V. Vektor u z obr. 12.3 splyva
s bodem a3 z obr. 12.2 a vektor v s bodem b3: plati u = a3, v = b3. Soufadnice vrchola
lichobéznika vzhledem k bazi ¢ jsou

0 4

(a0)<p: 0], (al)q): 0], (“2)<P:
1 1

—
W

—_ W
—
Q
W
~—
<
|
—_ W
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s tim, ze bazi ¢ chapeme jako vektorovou bézi a body ag, ai, a» a a3 jako vektory. Treti
souradnice, ktera je rovna jedné, je tedy opravdova souradnice, nikoliv formalita. K tomu
se jesté vratim v dalsi casti.

Priklad 12.3. Tyto poznatky nam nyni pomohou nalézt zobrazeni f. Hleddme rovinu
B CV tak, aby obraz lichobéznika v roviné A na ni byl rovnobéznikem. Body by, by, by
a b3 tedy budou vhodnymi nasobky bodt ag, ai, a» a az: by = r’ag, by = r'ay, by = r’a,

by = rPaz (mizeme mluvit o nasobcich bodi, protoze jsou to soucasné vektory) tak, aby
by — by = b3 — b;. V souradnicich to vede na soustavu rovnic
1 0 3 4
23~ o=~ (3]-r-]0
1 1 1 1

Ta mé nekonené mnoho feseni, ndm ovSsem bude stacit jedno netrivialni. Obrazku 12.3
odpovida feseni 10 = r! = %, P2 =p3=3,

Nalezli jsme (jedny mozné) souradnice bodu by, by, by a bz v bazi ¢:

0 6 3 9
(bO)qo =101, (bl)q) =101, (bZ)(p =191, (b3)<p =191,
3/2 3/2 3 3

Muzete si sami zkontrolovat, ze pro tyto body opravdu plati by — by = b3 — by.
Ted uz bude hracka najit s jejich pomoci souradnice vektora vy, vo. Obrazek 12.2 1ika,
e vi = 3(b1 —bo) a va = 1(by — by), takze

3 1
(Vl)(p =10 ) (vz)(P =
0 1/2

Tim dostaneme matici prechodu od baze y k bazi ¢:

31 0
0 12 3/

(posledni sloupec obsahuje souradnice vektoru by v bazi ¢). Matice prechodu od béze ¢
k bazi y je k ni inverzni. Vypocétem dostaneme

13 =1/ 0
Myo=Mey)'=| 0 15 0
0 —1/9 2/3
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Nac¢ je ndm tato matice dobrd? Vime, ze kdyz ji vynasobime soutadnicovym vyjadienim
libovolného vektoru v bazi ¢, dostaneme vyjadieni téhoz vektoru v bazi y. Odpovidajici
bod v roviné B pak dostaneme vyndsobenim vyjadreni vhodnym ¢islem (to uz vime), a to
vhodné ¢islo je takové, aby treti souradnice byla rovna jedné.

Podivejme se napiiklad na obrézek 12.3. Vektor u je totozny s bodem as. Jeho sourad-
nice v bazi ¢ jsou (3,3,1). Vynasobenim matici My, , dostaneme souradnice téhoz vektoru v
bazi y: (2/3,1,1/3). Abychom dostali vyjadieni vektoru v, musime toto vyjadfeni vynésobit
3. jak jsme prisli na to, ze zrovna tfemi (kromé toho, ze to napovidd obrazek)? Potre-
bujeme, aby posledni soufadnice byla rovna jedné, abychom dostali bod roviny B. Takze
soufadnice vektoru v (a tedy afinni souradnice bodu b3) v bézi v jsou (2,3, 1), coz odpovida
vysledku, ktery jsme chtéli dostat (viz obr. 12.2).

Ted se muzete sami presvedcit, ze pomoci ziskané matice dostaneme spravné souradnice
obrazu i ostatnich vrcholu lichobéznika. Predtim si ale matici jesté vynasobte deviti, abyste
nemuseli pocitat se zlomky. Dostanete matici

3 -1 0
M=] 0 3
0 -1 6

Priklad 12.4. V predchozim prikladé jsme nebrali v tvahu problém, ke kterému muze
pii soufadnicové reprezentaci bodu libovolnou trojici ¢isel dojit. Rekli jsme, ze abychom
z libovolné trojice ¢isel dostali afinni souradnice reprezentovaného bodu, musime ji podélit
jeji treti slozkou. To bychom ale nemohli udélat, pokud by treti slozka trojice byla nulova.
Miize se to stat?

Pokud matici M vyndsobime napriklad vektorem (2,6,1), vysledek opravdu bude mit
jako treti slozku nulu:

3 -1 0 2 0
0o 30 |-|6]=[18]. (12.3)
0 —1 6 1 0

Z obrazku 12.2 snadno nahlédneme, co se déje. Bod afinniho prostoru A o téchto souradni-
cich (v nasi bézi @) je na obrazku oznacen a. Je prusecikem ruznobéznych piimek vzniklych
prodlouzenim ramen lichobéZnika (zakreslenych ¢érkované). Tyto pfimky se do prostoru
B zobrazi na rovnobézky (zakreslené rovnéz carkované). Jejich prusecik se tedy nemuze
nikam zobrazit, protoze rovnobézky nemaji zadny spole¢ny bod.

Presto je bod a uzitecny, jak dobie vime z vytvarné vychovy ¢i deskriptivni geometrie:
pomaha pri zobrazovani rovnobéznych primek v perspektivnim promitani.

7 naseho pohledu je také zajimavé, ze ackoli tento bod nema v prostoru B obraz, vy-
nasobenim matice M soufadnicemi (2,6, 1) presto dostaneme uzitecny vysledek. Jak jsme
zjistili vypoctem (12.3), soucinem je trojice ¢isel (0,18,0). To je ovsem soufadnicové vy-
jadreni smérového vektoru carkované zakreslenych rovnobézek v prostoru B, tedy téch
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rovnobézek, do kterych se zobrazi ramena lichobézniku v prostoru A. Tedy: pfestoze zob-
razeni nékterych bodt nemé smysl jako bod, uréuje smér v afinnim prostoru B. V nasem
pripadé je to smér, kterym by lezel prisecik rovnobézek, kdyby zcela rovnobézné nebyly,
ale prece jen se nepatrné sbihaly (smér v afinnim prostoru je uréen nenulovym vektorem;
dva nenulové vektory, které jsou linearné zavislé, urcuji tyz smeér).

V této ¢asti jsme si ukazali, jak 1ze efekt perspektivy vyjadrit vzhledem k afinnim bazim
pomoci matice. Narazili jsme pritom na jednu komplikaci a jednu zajimavost:

Komplikace. Jako souradnice bodu v m-rozmérném afinnim prostoru vzhledem k afinni
bézi je vhodné chépat vSechny (m+ 1)-tice ¢isel s posledni slozkou nenulovou. Nejen
ty, které konci jednickou.

Zajimavost. Body se mohou zobrazovat na sméry a sméry na body. Sméry jsou v afinnich
soufadnicich dany (m+ 1)-ticemi s posledni slozkou nulovou.

Oba uvedené jevy spolu souviseji a ukazuji, ze k pochopeni perspektivnich efektt je vhodné
vnorit afinni rovinu do trojrozmérného vektorového prostoru (a obecné m-rozmérny afinni
prostor do (m+ 1)-rozmérného vektorového prostoru. Vlastnostmi tohoto vnoreni se bu-
deme zabyvat déle.

12.2 Afinni nadrovina ve vektorovém prostoru

Nejprve prozkoumédme vlastnosti afinnich nadrovin ve vektorovych prostorech. Pomiize
nam to pochopit nékteré dosud nevysvétlené jevy v afinnich prostorech: pro¢ soutradnice
bodl v m-rozmérném afinnim prostoru, at afinni, nebo bodové, maji m+ 1 slozek, proc¢ je
posledni z afinnich souradnic vzdy rovna jedné, pro¢ je soucet bodovych souradnic vzdy
roven jedné. Téma této Casti nesouvisi primo s projektivnimi prostory, ale pomuze nam se
na né pripravit.

Piiklad 12.5. Uvazme nadrovinu A ve vektorovém prostoru prostoru R? danou predpisem
A:{(al,a2,a3)eR3 | a3:1}. (12.4)
Zamérenim této nadroviny je vektorovy podprostor
U:{(u],uz,u‘?’)eR3 |u3:0}. (12.5)

Prvky nadroviny A hraji dvoji roli. Jsou to body v afinnim prostoru A a soucasné vektory ve
vektorovém prostoru R3. Prvky vektorového podprostoru U, ktery je zaméfenim afinniho
prostoru A, jsou tedy vektory téhoz vektorového prostoru jako prvky afinniho prostoru A.
Podivejme se podrobnéji, co lze z téchto souvislosti vytézit.



12.2. AFINNI NADROVINA VE VEKTOROVEM PROSTORU 111

Nejprve si uvédomme, jak 1ze v této situaci interpretovat sé¢itani bodu a vektoru. Vime,
7e prostor R? je afinni prostor, v némz je s¢itani bodu a vektoru totozné se sé¢itanim vektori
ve vektorovém prostoru. Protoze afinni prostor A je afinnim podprostorem afinniho prostoru
R3 a jeho zaméFenim je vektorovy podprostor U C R3, prenese se tato vlastnost i na tento
podprostor: pro libovolny bod a € A a vektor u € U je soucet bodu a vektoru a+ u roven
souctu a + u vektort v R3.

Ze vztahu (12.4) a (12.5) vyplyva, jak vypadaji slozky vektoru a a u. Zatimco tteti
slozka vektoru a je rovna jedné, vektor u ma treti slozku nulovou:

1 1

a u
a=|d*|, u= | u?
1 0

Odtud je také vidét, ze soucet a+ u bude prvkem podprostoru A, protoze bude mit stejné
jako bod a treti slozku rovnu jedné:

a' u! a'+ul
atu=|a*|+|?|=|a2+u?]. (12.6)
1 0 1

Piiklad 12.6. Uvazme obecnéjsi pifpad. Misto R? uvazujme libovolny vektorovy prostor
V dimenze 3. Déle zvolme libovolnou rovinu A C V, kterd neobsahuje nulovy vektor, a
dvojrozmérny vektorovy podprostor U C V rovnobézny s A. (Podminka 0 ¢ A zarucuje, Ze
podprostory A a U nesplyvaji.) Stejné jako v predchozim pripadé plati, ze body roviny A
jsou vektory z V, podprostor U je zamérenim roviny A a soucet a+u bodu a € A a vektoru
u € U je totozny s jejich souctem definovanym ve vektorovém prostoru V.

Uvazme vektorovou bazi ¢ = (u,uz,ap) prostoru V takovou, ze uj,up € U a ay € A.
Vektory u; a up tvoii bazi vektorového prostoru U, takze ¢ je soucasné afinni baze roviny
A. Jelikoz U je zaméfenim A, ma podprostor A parametrickou rovnici

a= a0+t1u1 +t2u2.

Jinymi slovy, a € A pravé kdyz existuji ¢isla ¢! a ¢ spliiujici tuto rovnici. Bod a lze oviem
jednoznac¢né vyjadrit jako linearni kombinaci vektoru uy, up a ap (jde totiz o bézi prostoru
V):

a= alul + a2u2 +a0a0.

Srovnénim obdrzenych dvou vztaht ziskdme a® = 1, neboli bod a lezi v roviné A, pravé
kdyZ jeho tieti soutadnice v bazi @ je rovna jedné. Trojice (a',a?,1) je pak soutadnicovym
vyjadienim bodu a v afinni bazi ¢. Tim dostava diive uvedena formalni konvence pridavani
jednicky k soutadnicim prvku afinniho prostoru v afinni bazi zajimavy vyznam.
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Priklad 12.7. Podivejme se na afinni kombinace v afinnim prostoru A. Zvolme k+ 1 bodu
bo,b1,...,b; € A. Tyto body jsou soucasné vektory ve V, takze muzeme udélat jejich linedrni
kombinaci s libovolnymi koeficienty ¢°,c',...,c* € R. Dostaneme vektor b = c’by + c'by +
-4k € V, ktery jisté nemusi lezet v podprostoru A. Aby tam lezel, musi byt jeho tieti
soufadnice v bazi ¢ z predchoziho prikladu rovna 1.

Oznacme
b} b by
1 1 1
Pak
b bl b by +clbl 4+ Fby
bo=C"| b5 |+ | b3 |+ +c" | b2 | = | b5+ b2+ + b7

1 1 1 Al 4k

Aby b € A, musi tedy byt ®+c!' +--- 4k = 1. Linedrni kombinace g+ c'by +-- -+ by
musi tedy byt afinni kombinaci.

Priklad 12.8. Pokracujme v nasich tvahéich o nadroviné A CV a uvazme tti body bg,b1,b; €
A. Jak jsme jiz zjistili, afinni kombinace v A lze pocitat jako linedrni kombinace ve V s ty-
miz koeficienty. Proto je snadné dokazat, ze body bgy,b1,by jsou v obecné poloze prave
kdyz jsou linedrné nezavislé jakozto vektory ve V. Pokud by totiz pro ¢isla ¢! a ¢? platilo
bo = c'by 4 ¢?by, musi byt ¢! +¢? =1 a linedrni kombinace ¢'b; + c?b, vektori by, by €V je
také afinni kombinaci bodu by,b; € A.

Priklad 12.9. Body afinniho prostoru A z predchozich priklada lze ztotoznit s jednoroz-
mérnymi vektorovymi podprostory vektorového prostoru V (tj. s pfimkami prochézejicimi
pocatkem), které s nim maji neprazdny prunik. Kazdy takovy vektorovy podprostor se
totiz s rovinou A protne pravé v jednom bodé a kazdy bod z A uréuje pravé jeden jedno-
rozmérny vektorovy podprostor ve V. Jednorozmérné vektorové podprostory V, které se s
A neprotinaji, mtizeme chapat jako sméry v afinnim protoru A.

12.3 Projektivni prostory a podprostory

Na konci ¢asti 12.2 jsme si uvédomili, ze body afinni nadroviny A vektorového prostoru V,
kterd neni jeho vektorovym podprostorem, lze ztotoznit s jednorozmérnymi podprostory
vektorového prostoru V. V c¢asti 12.1 jsme si ukazali, ze zbylé jednorozmérné podprostory,
které reprezentuji sméry v afinnim prostoru A, je vhodné chépat jako zvlastni typ bodu.
Je tedy vhodné se zabyvat mnozinou vSech jednorozmérnych podprostort vektorového
prostoru V, bez ohledu na to, zda jsou rovnobézné s nadrovinou A, nebo ne.
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Méjme vektorovy prostor V dimenze m+ 1, kde m > —1 a ozna¢me P(V) mnozinu vSech
jednorozmérnych vektorovych podprostort prostoru V. Projektivnim prostorem nad vek-
torovgm prostorem V nazyvame libovolnou mnozinu P spolecné s bijekci P — P(V). Cislo
m nazyvame dimenzi projektivniho prostoru P(V) a oznac¢ujeme dimP(V). Je-li m =0, na-
zyvame projektivni prostor P(V) projektivnim bodem, pro m = 1 hovotfime o projektivni
primce, pro m =2 o projektivni rovine.

Prvky projektivniho prostoru P nazyvame geometrickymi body. Je-li a € P geometricky
bod, pak libovolny nenulovy vektor v € V, ktery generuje vektorovy podprostor odpovidajici
v dané bijekci bodu a, nazyvame aritmetickym zdstupcem tohoto bodu. Pro aritmetického
zastupce v geometrického bodu a tedy vektorovy podprostor (v) CV (coz je linedrni obal
vektoru v, tedy mnozina vSech jeho nasobku) odpovidd bodu a v zadané bijekci P — P(V).

Je-li W vektorovy podprostor vektorového prostoru V, je P(W) C P(V). Tomu odpovida
mnozina Q C P, ktera je spoleéné se vzniklou bijekci Q — P(W) projektivnim prostorem nad
vektorovym prostorem W. Nazyvame ji projektivnim podprostorem projektivniho prostoru
P. Je-li dimQ = dimP — 1, nazyvame projektivni podprostor Q nadrovinou v projektivnim
prostoru P.

Priklad 12.10. Mé&jme dva rizné geometrické body a;,a € P a jejich aritmetické zdstupce
(po tadé) vi,v, € V. JelikoZ a; # ap, jsou vektory v; a vy linedrné nezéavislé. Vektorovy
podprostor W = (vy,v2) C V, ktery generuji, je tedy dvojrozmérny. Tento podprostor tedy
urcuje projektivni primku Q C P. Jelikoz (vi) CW a (vo) C W, lezi oba body a; a a; na této
primce. Kazdé dva rtizné body projektivniho prostoru tedy jednoznac¢né urcuji primku. Pro
aritmetického zastupce v libovolného bodu b € Q existuji ¢isla #; a t;, ne soucasné nulova,
tak, ze

V=1nHvi+hvs. (12.7)

Primku Q lze tedy vyjadrit rovnici
b= (tivi+nvy) (1 #0 nebo 1, #0) (12.8)
(s vyhradou, ze ztotoznujeme bod b a podprostor (v)).

Piiklad 12.11. Mé&me dvé projektivni piimky Q,Q" C P nad vektorovymi prostory (po
fadé) W,W’ C V. Podobné jako v predchozim piikladé zvolme linedrné nezavislé vektory
vi,v2 € W a linedrné nezavislé vektory v|,v, € W'. Pro libovolny spoleény bod a € QN Q'
téchto pfimek musi existovat ¢isla 11,1,11,t}, kde 1| nebo 1, a t] nebo #} je nenulové, tak, ze

11+ vy = V] +hvh. (12.9)

Priklad 12.12. Predpokladejme, Ze projektivni prostor P z predchoziho prikladu je pro-
jektivni rovina a projektivni pfimky Q,Q’ C P jsou ruzné. Plati dimW = dimW’ = 2. Jelikoz
dimV =3, maji roviny W a W’ neprazdny prunik. Souc¢asné ovsem W’ £ W’ (jelikoz pfimky
Q0 a Q' jsou ruzné), takze musi byt dim(W NW’) = 1. Vektorovy podprostor W "W’ tedy
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urcuje bod a € P, ktery lezi na obou primkach. Kazdé dvé riizné primky projektivni roviny
tedy maji pravé jeden spoleény bod. V tom se projektivni rovina lisi od roviny afinni.

Bézi ¢ = (vo,v1,...,vs) vektorového prostoru V nazyvame aritmetickou bazi projektiv-
niho prostoru P. Soufadnice nenulového vektoru v € V v této bazi znacime jako obvykle
ve. Pro libovolny bod a € P existuje nekone¢né mnoho jeho aritmetickych zastupcii v € V.
Soufadnice téchto zastupcti v bazi @ se lisi; viechny ale jako vektory v R™ ! uréuji tyz
jednorozmérny vektorovy podprostor v R”*!. Tento podprostor znacime ag. Jestlize v je
aritmetickym zastupcem bodu a, je ay = (vy). Vznika zobrazeni projektivniho prostoru P
do projektivniho prostoru P(R™!), které bodu a € P pfifazuje bod ay € P(R™*!). Toto
zobrazeni nazyvame homogenni souradnicovy systém a znac¢ime (pokud je tfeba) ¢.

Priklad 12.13. Je-li napiiklad P projektivni rovina, vy = (2,—4,6) a v je aritmetickym
zastupcem bodu a, plati ap = ((2,—4,6)). V tomto zapisu vétsinou vnitini kulaté zavorky
vynechdvdme a piSeme strucné (i kdyz ne zcela spravné) ay = (2,—4,6). Soucasné ovsem
také plat{ napf. ap = (—1,2,—3) nebo ay = (3,—%,1). Nebo a, = (—1000,2000,—3000).

Je-li v € V aritmeticky zastupce bodu a € P, nazyvame (m+ 1)-tici vy homogennimi
souradnicemi bodu a vzhledem k aritmetické bazi @.
Piiklad 12.14. V piedchozim pifkladé tedy kazd4 z trojic (2,—4,6), (—1,2, =3), (3,—3,1)
a (—1000,2000,—3000) predstavuje homogenni souradnice bodu a v bazi ¢. I v tomto
ptipadé ale vétSinou pouzivame Spicaté zavorky.

Je vidét, Ze zatimco pro danou geometrickou bazi ¢ je hodnota a, € P(R"*!) uréena
jednoznacné, pro samotné homogenni souradnice bodu a to neplati. Ty zavisi na volbé jeho
aritmetického zastupce. VSechny se ale lisi pouze néjakym nenulovym nasobkem.

12.4 Projektivni rozsireni afinniho prostoru

Méjme afinni prostor A dimenze m se zamérenim U. Smérem v afinnim prostoru A nazyvame
libovolny jednorozmérny vektorovy podprostor v U. (Sméry jsme neformalné definovali uz
v piikladu 12.4.) MnozZina vSech smért v A je rovna projektivnimu prostoru P(U). MnozZina
A 7z ptikladu 12.4 je tedy rovna sjednoceni AUP(U).

Zavedeme na mnoziné A strukturu projektivniho prostoru: zvolime libovolny vektorovy
prostor V dimenze m+ 1 (V se dd dokonce piimo z afinniho prostoru A zkonstruovat,
tim se ale nebudeme zabyvat) a ztotoznime afinni prostor A s néjakou nadrovinou ve V
neobsahujici nulovy vektor. Vektorovy prostor U ztotoznime se zaméfenim této nadroviny.
(Technicky se to provede pomoci injektivniho afinniho zobrazeni A — V a injektivniho
linedrniho zobrazeni U — V, my budeme rovnou predpokladat, ze ACV a U CV.) Jde o
situaci, kterou jsme na prikladech zkoumali v ¢asti 12.2.
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Prvkim afinniho prostoru A nyni odpovidaji nékteré jednorozmérné podprostory vek-
torového prostoru V, zbylé pak odpovidaji prvkiim mnoziny P(U). Tim jsme zavedli bijekci
A — P(V) a tedy zavedli na mnoziné A strukturu projektivniho prostoru.

Ozna¢me na chvili tuto bijekci f (v budoucnu nebudeme znaceni potfebovat). Jde o
zobrazen{ f: A — P(V), které je ddno nésledujicim pfedpisem (piipometime, ze A =AUP(U)):

_ J{a) proacA,
f(a)_{a pro a € P(U).

Projektivnimu prostoru A se fik& projektivni rozsirent afinniho prostoru A. Prvky mno-
ziny A, které nelez{ v A (tedy prvky mnoziny P(U)) se nazyvaji nevlastni body. Mnozina
P(U) je nadrovina v projektivnim prostoru A a nazyva se nevlastni nadrovina.

Priklad 12.15. Je-li dimA =1 (A je tedy afinni pfimka), existuje v A pravé jeden smér.
Mnozina P(U) je tedy jednoprvkova a projektivni prostor A ma pravé jeden nevlastni bod.

Zvolme afinni bazi @ = (uy,...,un,ap) afinniho prostoru A. Vsechny jeji prvky (tedy jak
vektory uy,...,un,, tak bod ap) jsou vektory vektorového prostoru V a tvoii jeho bézi. To
jsme pro specialni pripad m =2 zjistili uz v prikladu 12.6 a nemél by byt problém to zobecnit
i na libovolné m. Afinni baze protoru A jsou tedy geometrickymi bazemi v projektivnim
rozsiteni A a, jak vime ze zminéného piikladu, afinni soufadnice bodii v A vzhledem k afinni
bézi ¢ jsou soucasné jejich projektivnimi souradnicemi vzhledem ke geometrické bazi ¢.
Podobné tivahy muzeme udélat pomoci prikladu 12.8 i pro bodové baze v A.

Piiklad 12.16. Zkusme najit projektivni pfimku v A uréenou dvéma body, z nichz jeden je
nevlastni. Pfedpoklddejme, Ze dimA = 2 a 7e projektivni soufadnice bodii a,b € A v néjaké
afinni bézi ¢ prostoru A (kterd je, jak vime, soucasné aritmetickou bazi projektivniho pro-
storu A) jsou ap = (0,1,1) a by = (1,2,0). Vektorovy podprostor (a) C V protind nadrovinu
A v bodé a, podprostor (b) ji ale neprotind, jelikoz bod b je nevlastni. Rovnice vektorového
podprostoru (a,b) ve vektorové bazi ¢ je

0 1
vo=ti| 1 |+ 2 |. (12.10)
1 0

Tato rovnice tedy urcuje homogenni souradnice vSech prvki hledané projektivni primky.
Spoctéme jesté mnozinu vlastnich bodt této piimky v roviné A. Tyto body maji tieti slozku
rovnu jedné, z rovnice (12.10) dostaneme podminku

1-41+0-, =1, (12.11)
coz znamena t; = 1 a rovnice hledané mnoziny vlastnich bodu je
0 1
co= 1|1+t 2 |. (12.12)

1 0
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Tato mnozina je tedy afinni primkou prochézejici bodem a a se smérovym vektorem urce-
nym bodem b.

Uvedeny postup muzeme v pocitacové grafice vyuzit napriklad v pripadé, Zze chceme
zjistit drahu paprsku svétla, jehoz zdroj je umistén v nekonec¢nu.

Priklad 12.17. Navazme na predchozi pifklad a polozme ay = (0,1,1), by = (1,2,0) a
co = (1,2,1). Uvazme dvojici piimek urcenych body a,b a c¢,b. Z predchoziho vime, Ze tyto
dvé projektivni primky urcuji afinni piimky v prostoru A o rovnicich

1 1 1
do= 1|1 |+t 2 |, do=|2 | +1] 2 (12.13)
1 0 1 0

Vidime, Ze se jedna o rovnobézky, které v prostoru A nemaji prisecik. Abychom zjistili
prunik projektivnich primek, napiSme si a porovnejme jejich rovnice:

1 1 1
|l 1 [+l 2 | =6 2 |+l 2 |. (12.14)
0 1 0
Vytesenim vzniklé soustavy ziskdme
tn = 0,
B = 0, (12.15)
I = I,

coz znamend, ze uvedené projektivni primky se protinaji v nevlastnim bodé b.



Kapitola 13

Projektivni zobrazeni

Priklad 13.1. Dvojrozmérny obrazek trojrozmérného prostoru na fotografii na obrazku
13.1 nelze modelovat afinnim zobrazenim, protoze zobrazuje rovnobézné piimky jako ruz-
nobézky. Jako model tedy potrebujeme zobrazeni, které nezachovava rovnobéznost.

Priklad 13.2. Podivejme se, jaké zobrazeni by mohlo stat za fotografii z predchoziho
prikladu. Predstavme si pozorovatele umisténého v dvojrozmérném afinnim prostoru A do
bodu ag. Tento bod je pocdtkem afinni béze ¢ = (uj,uz,a9). Pozorovatel hledi ve sméru
vektoru uy. Veskeré predméty, které vidi, se mu promitaji na piimku (v pfirozenéjsim
trojrozmérném piikladé by to byla rovina) B. Nazveme ji projekéni pldtno (primétna) a
stanovime, ze bude mit parametrickou rovnici b = (ag+up) +tu;. Jde tedy o piimku, jejiz
body jsou pravé body b € A, jejichz druh4 soufadnice v bazi ¢ je rovna jedné: b*> = 1. Kazdy
viditelny bod z prostoru A se na projekénim platné zobrazi do bodu, ktery vznikne jako
jeho prusecik se spojnici bodu a umisténi pozorovatele.

Popsanym zpusobem vznika zobrazeni f néjaké podmnoziny prostoru A na projekéni
platno B. O jakou podmnozinu jde, je celkem jasné: je to mnozina vSech bodi, které spolu s
bodem ag urcuji ptimku, kterd neni rovnobézna s promitacim platnem. Je to tedy mnozina
vSech bodu, které nelezi na primce ag+ (u1). Jinak feCeno, jsou to body, jejichz druha
soufadnice v bazi ¢ neni nulova.

Na obr. 13.2 vidime obrazy bodu ay,az,a3,as € A se souradnicemi

1 3 1/2 3/2
(al)qv =3 (a2)<p =3 (GS)qJ =13/2], (94)<p =13/2
1 1 1 1

Plati f(a1) = f(a3) a f(a2) = f(as) a v souradnicich

1/3
fla)g=flaz)p=1 1 |, flaz) = flas)g =
1

—_— =
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Obrazek 13.1: Obrazek na fotografii nelze modelovat afinnim zobrazenim, protoze nezacho-

vavé rovnobéznost.

as

a1 ag

aq

A
B flar) = f(a3)
U2
a().

Uy

flaz) = f(aa)

Obrazek 13.2: Promitani bodd na piimku s efektem perspektivy
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Neni tézké odvodit rovnici tohoto zobrazeni. Jestlize bod @ ma v bazi ¢ (zkracené)
soufadnice a' a a?, bod f(a) mé soufadnice a' /a* a 1. Zobrazeni f ovSem neni afinni; jisté
neexistuje matice

pl Py P
M= pi p3 P} (13.1)
0 1
takova, ze
pi Py P a a'/a?
;o= 1 | (13.2)
0 0 1 1 1

Zajimavé ovsem je, ze pokud zvolime matici M takto:

1 00
M=]010 |, (13.3)
010
dostaneme
al 1 00 al al
M-| a |=]010 a | =1 a |, (13.4)
1 010 1 a?

coz sice neni vysledek, ktery jsme chtéli ziskat, ale po vydéleni vSech tif slozek ¢islem a?

(které je, jak vime, nenulové) uz pozadovanou trojici (a'/a?,1,1) obdrzime.

Zobrazeni f tedy lze reprezentovat matici, i kdyz nejde o afinni zobrazeni. Je tfeba pouze
pripustit, ze body prostoru a mizeme vzhledem k bazi ¢ vyjadfovat rtiznymi trojicemi
¢isel, které nemusi mit jako posledni slozku ¢islo 1: naptiklad trojice (—1,2,—1) a (2,—4,2)
vyjadiuji tentyz bod, totiz bod, jehoz afinni souradnice jsou (1,-2,1).

Priklad 13.3. Vratme se k piikladu 13.1. Na obr. 13.3 jsou do fotografie zakresleny ze-
lené dvé primky, které odpovidaji ¢tyfem rovnobéznym primkiam v trojrozmérném afinnim
prostoru. Smér, ktery tyto rovnobézky urcuji, odpovida na fotografii pruseciku zelenych
primek.

13.1 Projektivni zobrazeni

Kdyz jsme definovali a prozkoumali projektivni prostor, mizeme se konecné vratit k du-
vodu, pro¢ jsme se do toho poustéli: k zobrazenim realizujicim efekty perspektivy.

Méjme tedy dva projektivni prostory P a Q nad vektorovymi prostory (po fadé) V
a W. Jeli F:V — W linearni zobrazeni, pak pro kazdé dva linedrné zavislé vektory v,
vy €V jsou i vektory F(vy),F(v2) € W linedrné zavislé. Pokud jsou navic vektory F(vi) a
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Obrazek 13.3: Obrazek k prikladu 13.3

F(v2) nenulové, jsou vSechny ¢tyti vektorové podprostory (vi), (v2) CV, (F(vy1)),(F(v2)) CW
jednorozmeérné a plati (vi) = (v2) a (F(v1)) = (F(v2)). Pokud je tedy pro v € V vektor F(v)
nenulovy, hodnota (F(v)) zavisi pouze na vektorovém podprostoru (v), nikoliv na volbé
jeho konkrétniho prvku (v nasem piipadé vektoru v).

Jinak feceno, pro libovolné dva aritmetické zastupce vi, v, téhoz bodu z projektivniho
prostoru P existuje ¢islo ¢ € R tak, ze vy = cv;. Proto F(v2) = F(cv) = ¢F(vy) a vektory
F(v1) a F(v2) jsou aritmetickymi zastupci téhoz bodu z Q.

Muzeme tedy vyslovit nasledujici definici: Méjme nenulové linearni zobrazeni F: V — W
a mnozinu U C P vSech bodi a € P takovych, ze pro jejich aritmetické zastupce v plati
F(v) # 0. Zobrazeni f:U — Q takové, Ze je-li v aritmetickym zastupcem bodu a € U,
pak F(v) je aritmetickym zastupcem bodu f(a), nazyvame projektivnim zobrazenim nad
linedrnim zobrazenim F.
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Struc¢nd poznamka o maticich: Jako matici projektivniho zobrazeni miizeme vzit ma-
tici prislusného linedrniho zobrazeni vzhledem k aritmetickym bazim. Jedno projektivni
zobrazeni ovSem mé vice matic (vSechny nenulové nasobky).

Priklad 13.4. Projektivni zobrazeni se v pocitacové grafice pouzivaji k vytvoreni per-
spektivnich efektti. Uvazme afinni rovinu A a jeji projektivni rozsifeni nad vektorovym
prostorem V. Necht linedarni zobrazeni F:V — V ma v néjaké afinni bazi ¢ prostoru A
matici

(13.5)

I
- o O
S = O
[ R

Jestlize pro a € A plati ay = (x,y,1), kde x # 0, pak

0 0 1 X 1
f(a)q,:< 010 -]y >:< y >:< > (13.6)
1 00 1 X

A — napriklad ¢tverec s vrcholy o zkracenych soufadnicich [1,0], [1,1], [2,1], [2,0], nebo
[2,1], [2,0], [3,1], [3,0]. Uvédomte si také, kam toto zobrazeni zobrazuje nevlastni body a
naopak, které body zobrazuje na body nevlastni.

P— N =

vvvvv

Priklad 13.5. Projektivni zobrazeni pouzivana v praxi nemivaji tak jednoduché matice,
jak jsme zatim uvadéli zde. Pokud naptiklad matici (13.3) upravime tak, aby vzdélenost
projekéniho platna od pozorovatele nebyla rovna jedné, ale néjakému cislu d, dostaneme
matici

1 00
M=[010|. (13.7)
0o Lo

Graficky software ovSem obvykle nepouziva piimo matici M, ale jeji rozklad na soucin dvou
matic, M = M, - My, z nichz kazda realizuje jednodussi projektivni transformaci:

100 100 1 00
010]|=]004d 00 1 (13.8)
0 %o 00 1 0 Lo

Matice M| realizuje perspektivni zkoseni v prostoru A, podobné jako matice z predchoziho
prikladu. Projektivni zobrazeni, které definuje, zobrazuje lichobézniky urcené thlem po-
hledu a dvéma pfimkami rovnobéznymi s osou x na obdélnik (vyzkousejte si to napriklad
na lichobézniku s vrcholy [1,d], [2,2d], [-2,—2d], [-1,—d]). Po zobrazeni bodu zobrazované
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scény matici M| se jednoduse provadi tzv. clipping, neboli omezeni scény na body, které
lezi v zorném tuhlu a nejsou k pozorovateli prilis blizko, ani od néj prilis daleko.

Matice M, provadi jiz jen jednoduché kolmé promitnuti prostoru A na projekéni platno
(v praxi by to bylo kolmé promitnuti trojrozmérného prostoru na rovinu obrazovky). Jak
je vidét z tvaru matice, zobrazeni, které realizuje, je afinni.



Kapitola 14

Krivky v eukleidovskych
prostorech

V posledni ¢asti textu se budeme kratce zabyvat kiivkami. Sezndmime se s pojmy krivky,
spojitosti krivky, teé¢ny, normély a binormély. Pujde o zbézné nahlédnuti do rozsahlé ob-
lasti diferencidlni geometrie, kterd kromé poznatku analytické geometrie, s nimiz jsme se
seznamili v tomto textu, vyuziva i vysledki matematické analyzy a topologie. Kromé kri-
vek, které lze povazovat za jednorozmérné utvary, se zabyva dvojrozmérnymi plochami i
vicerozmérnymi utvary. Ma aplikace v mnoha oblastech védy, poc¢inaje fyzikou a konce
inzenyrstvim.

14.1 Limita a spojitost bodové funkce

Pojmy limity a spojitosti zndme z matematické analyzy funkci jedné ¢i vice proménnych.
V této podkapitole pripomeneme jejich specialni pripad pro zobrazeni intervalu redlnych
¢isel do eukleidovského prostoru.

Me¢jme eukleidovsky prostor A. Otevrenou kouli se stredem ay € A a polomérem r > 0
nazyvame mnozinu

B"(ap) ={a€A|d(a,ay) <r}.

Zobrazeni y:J — A, kde J C R, nazyvame bodovou funkci. Zobrazeni J — U, kde U je
vektorovy prostor, nazyvame wvektorovou funkci.

Me¢jme uzavteny interval J C R nenulové délky, bod 7y € J a bodovou funkci y definovanou
na J s piipadnou vyjimkou bodu # (je tedy y:J — A nebo y:J\ {ro} — A). V budoucnu
budeme stale predpokladat, ze interval J je uzavieny a mé nenulovou délku. Bod ag € A
nazyvame limitou funkce y v bodé ty, jestlize pro kazdé ¢islo € > 0 existuje ¢islo 6 > 0 takové,
ze pro kazdé t € J z 0 <|t — 19| < & plyne y(¢) € B%(ap).

K dukazu nasledujici véty je nezbytny predpoklad nenulové délky intervalu J.

123
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Véta 14.1. Pokud ay i a; je limitou bodové funkce v v bodé ty, pak ap = ay.

Limita bodové funkce je tedy urc¢ena jednoznac¢né. Proto pro ni mizeme zvolit oznaceni.
Piseme

ap = lim y(t).

11—y

Bodova funkce y:J — A se nazyva spojitd v bodé ty € J, jestlize ma v tomto bodé limitu a
plati

lim ¥(1) = ¥(10).

t—tpy
Funkce 7 se nazyva spojitd, je-li spojitda v kazdém bodé intervalu J. V takovém pripadé
také fikame, ze je tridy C°.
Pro kartézskou afinni bazi ¢ = (o, ap) eukleidovského prostoru A ozna¢me ¥ i-tou slozku
funkce y vzhledem k ¢, tedy funkci ¥:J — R danou predpisem

Bodové funkce se obvykle zadavaji pravé pomoci jejich slozek vzhledem k néjaké dané
kartézské bazi.

Véta 14.2. Pro libovolné ty € J plati

(lim y(;))ip = lim ¥ (¢).

t—1p t—1p

Véta 14.3. Bodovd funkce 7y je spojita v bodé ty, pravé kdyzZ je v tomto bodé spojitd kazZdd
jeji slozka vzhledem k bdzi .

14.2 Derivace bodové funkce

Pro bodovou funkci y:J — A a bod #y € J je predpisem

g(t) = ?’(fii tvo(to)

definovana vektorova funkce g:J\ {0} — U (U je zaméreni eukleidovského prostoru A).
Jelikoz vektorové funkce jsou soucasné bodovymi funkcemi (vektorovy prostor se skalarnim
souc¢inem U muzeme chépat i jako eukleidovsky prostor), muzeme uvazovat limitu funkce

&g

Y(to) = lim g(t) = lim X =Y00),

t—to t—to t—1ty
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Pokud tato limita existuje, jde o vektor z vektorového prostoru U. Funkce ¥ se pak na-
zyvéa diferencovatelnd v bodé ty a vektor (1) jeji derivace v bodé ty. (Misto obvyklého ¥/
piSeme v tomto piipadé ¥ a puvodni znaceni si rezervujeme na pozdéji.) Je-li funkce y
diferencovatelna v kazdém bodé intervalu J, nazyva se prosté diferencovatelnd.

Véta 14.4. Je-li bodovd funkce y diferencovatelnd v bodé ty, je v ném i spojitd.

Diikaz. Plyne z Véty 14.2 a znamych vlastnosti realnych funkei redlné proménné.

Je-li funkce y diferencovatelnd v kazdém bodé t € J, je ¥ vektorova (a tedy i bodova)
funkce, 7:J — U. Nazyva se derivace bodové funkce y. Jeji derivace (pokud existuje) se
nazyva druhd derivace funkce ¥ a znaci ¥. Podobné jsou definovany i vyssi derivace. k-té
derivace funkce 7 se znaéi y%).

Funkce y se nazyva spojité diferencovatelnd (nebo tiidy C'), je-li diferencovatelna a
funkce 7 je spojitd. Funkce y se nazyva dvakrdt spojité diferencovatelnd (nebo tridy C?),
je-li dvakrat diferencovatelné (tedy existuje-li #(z) pro kazdé ¢t € J) a funkce ¥ je spojita.
Podobné se definuje spojita diferencovatelnost pro vyssi rady. Vektorova funkce, kterd je
k-krat spojité diferencovatelnad pro libovolné k, se nazyva hladkd a 1ika se, ze je tridy C.

Nyni se podivame na to, jak lze spocitat derivaci bodové funkce, mame-li funkci vyjad-
fenu v kartézské afinni bazi. Uvidime, Ze je to jednoduché: staci vypocitat derivace slozek
funkce, coz je ukol, ktery umime fesit z matematické analyzy.

Véta 14.5. Je-li ¥ bodovd funkce a y',...,y" jeji slozky vzhledem ke kartézské bdzi ¢ =
(a,a0), pak pro i-tou slozku (vzhledem k bdzi o) jeji derivace v bodé t plati

Priklad 14.1. Pokud je tedy naptiklad funkce y: [—27,2n] — A déna v kartézské bazi ¢
predpisem

cost
Y(t)e = | sint |,
t
plati pro jeji derivaci
—sint
Y({#t)q = | cost



126 KAPITOLA 14. KRIVKY V EUKLEIDOVSKYCH PROSTORECH

14.3 Krivky a parametrizace

Nyni predpokladejme, ze bodova funkce y:J — A je spojitd a soustfedme se na jeji obraz,
tedy na mnozinu y(J) = {y(t) |t € J} CA. Funkci y mizeme chapat jako popis pohybu
¢astice po mnoziné y(J): ¢astice se v ¢ase t € J nachazi v bodé y(¢) a béhem svého pohybu
navstivi vSechny body mnoziny y(J). Spojitost funkce ¥y je zde pfirozenym pozadavkem,
protoze ¢astice se pohybuje plynule.

Priklad 14.2. Na obrazku 14.1 je zndzornéno nékolik mnozin y(J) v roviné pro spojitou
bodovou funkci y. V prvnim pripadé jde o bod; funkce y by mohla byt (v néjaké kartézské

T~

| N

Obrézek 14.1: Piiklady mnozin y(J) pro spojitou bodovou funkci y

Y1)e = (8) :

Ve druhém piipadé jde o kruznici. Kdyby méla stfed v bodé o soufadnicich [0,0] a polomér
1, funkce ¥ by mohla byt ddna pfedpisem

bazi @) déna napiiklad predpisem

pro vsechna t € R.
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Treti a ¢tvrty pripad jsou kubické Bézierovy kiivky, jak byly definovany v ptikladé 3.4
(tfeti pripad je kfivka stejného tvaru jako v prikladé). Kdyz zachovame znaceni z prikladu,
dostaneme néasledujici predpis pro funkci y:

Y(1)g = 1*(a0)g + 3 (1 = 1)(ar)p +31(1—1)*(az)g + (1= 1)*(az)g

proteJ=10,1].

Nalezen{ predpisu pro funkci y v patém piipadé nechdme na &tendii. Sesty pifpad
ukazuje, Ze i pro spojitou funkei ¥ mize mnozina y(J) nabyvat necekané podoby. Funkce y
se v tomto pripadé nazyva Peanova krivka. Jeji definice presahuje ramec tohoto textu.

Priklad 14.3. Na obrazku 14.2 vidime priklad mnoziny, kterd nemuze byt obrazem y(J)
zadné spojité bodové funkce y. To koresponduje s predstavou plynulého (bez skokt) pohybu
castice, ktery ma byt modelovan funkei 7v.

/S

Obrazek 14.2: Priklad mnoziny, kterd se nerovna y(J) pro zadnou spojitou bodovou funkci

Y

Jak uz jsme fekli, mnozinu y(J) miazeme chapat jako drahu pohybujici se castice. Aby
z ni bylo zfejmé, kudy se ¢astice pohybovala (a také z technickych diavodi), budeme po-
zadovat, aby

o z mnoziny byly zfejmé pocdteéni a koncovy bod pohybu (mezi nimi ovSem rozlisit
nemuzeme),

o cesta ¢éstice byla v kazdém bodé jednozna¢né uréena (kromé smeéru),
e cCastice se mohla po celé mnoziné pohybovat bez zastaveni,
e nenavstivila zadny bod vicekrat.

Tyto intuitivni (a hodné omezujici) pozadavky vyluc¢uji prvni, druhy, paty a Sesty piripad
z prikladu 14.2 a samoziejmé také priklad 14.3.

Jak se ukazuje, pozadavky jsou splnény, pokud je funkce 7y injektivni, diferencovatelna a
pro kazdé r € J plati y(r) # 0. V takovém pripadé se mnozina y(J) nazyva jednoduchou reguldrni krivkou
(nebo prosté krivkou) a funkce y jeji parametrizaci. Pokud pro kfivku K C A existuje pa-
rametrizace se silngjsi vlastnosti diferencovatelnosti, prisuzujeme tuto vlastnost i kiivce.
Existuje-li tedy napifklad parametrizace y t¥idy C?, ¥ikdme i o kiivce K, ze je tiidy C2.
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Obrazek 14.3: Zména parametru

Pro libovolné dvé parametrizace ¥ :J; — A, p:Jo — A tiidy CF kiivky K je funkce
x:J1 — J» dand predpisem (1) = 7, ' (1 (t)) také tiidy C* a nazyvé se zména parametru od
Y k . Je zndzornéna na obr. 14.3.

Véta 14.6. Méjme dvé parametrizace Y :J1 — A, 1 Jr — A krivky K a parametry t; € Jy,
t € Jo takové, Ze vi(t1) = Ya(t2). Pak vektory y1(t1) a 1(f2) jsou linedrné zdvislé.

Pro libovolny bod a € K je tedy jednoznac¢né urcena pirimka B C A: je ddna bodem «a a
vektorem 7(z), kde ¥ je libovolnd parametrizace kiivky K a ¢ spliiuje y(¢) = a. Tato pfimka
se nazyva tecnou primkou ke krivce K v bodé a. Vektor y(t) pak tecnym vetorem ke krivce
K v bodé a.

Definice tecné primky ke kiivce odpovida intuitivnimu pojeti tecny, viz obr. 14.4.

Obréazek 14.4: Dvé te¢né piimky ke kiivce
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Chapeme-li parametrizaci ¥y jako popis pohybu c¢éstice po kiivce K, interpretujeme
vektor 7(r) jako vektor okamzité rychlosti Castice v Case r.

14.4 Délka krivky

Zamérme se nyni na problém zjisténi délky krivky. Co je potieba predevsim udélat, je délku
kiivky definovat tak, aby odpovidala praktické zkuSenosti. PomiZeme si nasi interpretaci
parametrizace jako popisu pohybu c¢astice.

Méjme parametrizaci y: J — A kiivky K, kde J = [to,#;]. Hleddme funkci L: J — R takovou,
ze hodnota L(t) je délkou ¢asti kiivky K od bodu y(#y) k bodu ¥(¢). Zvolme parametry t,s € J,
t <s. Cislo L(s) — L(t) je délka ¢asti kiivky K od bodu y(¢) k bodu ¥(s).

Chapeme-li funkci ¥ jako popis pohybu c¢éstice, je hodnota s —¢ cas, ktery Castice po-
tfebuje, aby se dostala z bodu y(r) do bodu ¥(s). Priumérna rychlost ¢astice na této drize
je tedy

Ls) ~ L(r)
s—t

Velikost okamzité rychlosti ¢astice v Case t je tedy rovna

s—t s—1t

(Z matematické analyzy ostatné vime, ze derivace funkce vyjadiujici vyvoj néjaké veli¢iny
se interpretuje jako okamzita rychlost zmény veli¢iny.) Tuto hodnotu ovSem umime spocitat
jinak; jelikoz ¥(t) je vektor okamzité rychlosti ¢astice v ¢ase ¢, musi platit

L'(e) =7l

Soucasné samoziejmeé L(tp) = 0. Nyni pouzijeme zékladni vysledek integrélniho poctu, ktery
riké, Ze existuje jedina funkce L splnujici nase pozadavky, a totiz funkce

1o = [ (sl ds. (14.1)

Tak jsme nasli hledanou funkci L pro vypocet délky krivky.

Uvazme parametrizaci y takovou, ze pro kazdé r € J plati ||7(r)|| = 1. Kazda kfivka ma
pravé dvé takové parametrizace. Nazyvaji se parametrizace obloukem. Pokud je chdpeme
jako popis pohybu ¢éstice, jde o rovnomérny (ne ovSem nutné primocary) pohyb jednotko-
vou rychlosti. V pfipadé parametrizace obloukem pouzivame pro derivaci (teény vektor ke
kiivce, ktery je v tomto ptipadé jednotkovy) také znaceni ¥ misto obecného 7.

Dosazenim do rovnice (14.1) hned dostaneme

L(t) =t —to. (14.2)
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Délka krivky od bodu ¥(tp) k bodu ¥(t) je tedy v pripadé parametrizace obloukem rovna
délce intervalu [fg,1].

Parametrizaci obloukem lze z obecné parametrizace y:J = [ty,t;] — A nalézt takto: pro
t € J polozime yx(t) = L(t). Dostaneme funkei y:J — I =[0,L(t;)], kterd je téze tridy jako
funkce ¥ a m4 vSude nenulovou derivaci. Proto m4 inverzni funkei a funkce 7(s) = y(x ' (s))
je rovnéz parametrizace. Lze dokéazat, ze je to parametrizace obloukem.

14.5 Krivost

Zévérem se jesté strucné zminime o pojmu kfivosti kfivky. Je to hodnota, kterd urcuje
to, co kfivosti intuitivné rozumime: kiivost tisecky je v kazdém bodé nulovd, kiivost ¢asti
kruznice (celou kruznici nase jednoduché definice bohuzel nezahrnuje mezi kiivky) je v
kazdém bodé stejnd a je tim veétsi, ¢im mensi je polomér. Mezi kfivosti kruznice a jejim
polomérem navic panuje jednoduchy vztah.

Krivost kiivky definujeme pomoci parametrizace obloukem. Je-li K C A kiivka a ¥ jeji
parametrizace obloukem, pak normdlovym vektorem kiivky v bodé y(r) rozumime vektor

Y'(1).
Véta 14.7. Tecny a normdalovy vektor krivky v daném bodé jsou vidy ortogondini.

Délku x(t) vektoru y(t) nazyvame krivosti krivky K v bodé y(t).

ULOHY KE KAPITOLE 14
14.1. Najdéte spojitou funkci ¥ pro patou mnozinu z ptikladu 14.2 (obr. 14.1).

14.2. Najdéte diferencovatelnou funkci y pro patou mnozinu z piikladu 14.2. Je tato mnozina
jednoduchou diferencovatelnou krivkou?

14.3. Dokazte tvrzeni z pifkladu 14.3 (zaddn{ si vhodné upfesnéte).

14.4. Ukazte, ze pro kvadratickou Bézierovu krivku s ficicimi body ag, ai, a; je piimka urcend
body ag a a; te¢nou primkou ke krivce v bodé ag a primka urcend body a a a; je tecnou primkou
ke kiivce v bodé a,. (Viz priklad 3.4.)

14.5. Ukazte, ze pro kubickou Bézierovu krivku s ficicimi body ag, ai, a2, az je primka urcend
body ag a a; tecnou primkou ke kiivce v bodé ag a pfimka urcena body a3 a ay je te¢nou primkou
ke kiivce v bodé a3. (Viz priklad 3.4.)

14.6. Najdéte parametrizaci obloukem pro kfivku danou parametrizaci z prikladu 14.1. Jaka je jeji
délka?

14.7. Zjistéte normalovy vektor a kiivost kiivky dané parametrizaci z prikladu 14.1 v kazdém jejim
bodé.

14.8. Najdéte vztah mezi kiivosti (¢dsti) kruznice a jejim polomérem.
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