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Ćıl p̌rednášky

seznámit vás s motivaćı pro vznik fuzzy logiky

pojmy fuzzy množina, pravdivostńı stupeň

podrobněji popsat struktury pravdivostńıch hodnot
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Neurčitost

něco nev́ıme p̌resně, určitě, úplně.

s neurčitost́ı se setkáváme v běžném životě i ve vědě

existuje několik typů neurčitosti Př́ıklad: nejistota je dána množina alternativ,
nastat může jenom jedna. Neurčitost je v tom, že nev́ıme která existuj́ı (hod
kostkou, ruleta ...)

r̊uzné teorie pro zpracováńı neurčitosti (pravděpodobnost, possibility theory)

neurčitost se vyskytuje i v situaćıch, kdy nemáme dostatek zdroj̊u (výpočetńı śıla,
data, apod) abychom situaci (systém, fenomén) zpracovali p̌resně. Př́ıklad:
statistické zpracováńı dat.

organized simplicity — disorganized complexity spektrum
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Vágnost

typ neurčitosti souvisej́ıćı s použ́ıváńım p̌rirozeného jazyka

neosťre definované pojmy, které p̌resně nevymezuj́ı sv̊uj význam

Think of arm chairs and reading chairs and dining-room chairs, and kitchen

chairs, chairs that pass into benches, chairs that cross the boundary and

become settees, dentist’s chairs, thrones, opera stalls, seats of all sorts, those

miraculous fungoid growths that cumber the floor of arts and crafts exhibitions,

and you will perceive what a lax bundle in fact is this simple straightforward

term. In cooperation with an intelligent joiner I would undertake to defeat any

definition of chair or chairishness that you gave me.

— H. G. Wells (First and Last Things, London, 1908)

daľśı p̌ŕıklady: ḿıt vysoký tlak, být vysoký, rychle běžet, červená barva

zákon vyloučeného ťret́ıho
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Paradoxy
Na paradoxech lze demonstrovat důsledky použit́ı aparátu pro p̌resné (osťre
vymezené) výrazy na vágńı výrazy.

Pracujeme s vágńım výrokem nebýt plešatý (NP). Můžeme p̌redpokládat, že

1 Muž se 180 000 vlasy neńı plešatý (výrok NP(180 000) je pravdivý).

2 Pokud muži, který neńı plešatý, vytrhneme jeden vlas, nestane se plešatým.
(pokud je NP(x) pravdivý, pak je NP(x− 1) také pravdivý).

Sestroj́ıme posloupnost pravdivých tvrzeńı:

NP(180000), NP(179999), NP(179998), . . . , NP(0)

Došli jsme k paradoxu:

elementárńı kroky jsou logicky správně (p̌repoklady 1 a 2)

dojdeme k evidentně nesprávnému závěru (muž bez vlas̊u neńı plešatý)
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Fuzzy množina
zobecňuje pojem množina = osťre vymezená kolekce objekt̊u, crisp množina

Pro crisp množinu A v universu X (A ⊆ X) je charakteristická funkce zobrazeńı
A : X → {0, 1} definované pro x ∈ X

A(x) =

{
1 x ∈ A, tj. výrok

”
x paťŕı do A“ je pravdivý

0 x /∈ A, tj. výrok
”
x paťŕı do A“ neńı pravdivý

Neosťre vymezenou kolekci objekt̊u definujeme tak, že umožńıme objekt̊um náležet
do množiny ve stupńıch, tj. charakteristická funkce má tvar A : X → L. Pro b ∈ L

A(x) = b

[
x paťŕı do množiny A ve stupni b
výrok

”
x paťŕı do A“ je pravdivý ve stupni b

A nazýváme fuzzy množina.

L je množina pravdivostńıch stupň̊u, často voĺıme [0, 1]
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Myšlenku v́ıce pravdivostńıch stupňů lze snadno použ́ıt i v matematické logice,
pravdivostńı funkci fuzzy množiny můžeme interpretovat jako predikát.

Predikát = funkce, která p̌rǐrazuje objekt̊um (nebo n-tićım objekt̊u) pravdivostńı
stupeň. Př́ıklady predikát̊u:

vysoký-muž: Muži → L. Použit́ı: vysoký-muž(prof. Bělohlávek) = 1,
vysoký-muž(dr. Outrata) = 0.5
podobné-barvy: Barvy × Barvy → L. Použit́ı: podobné-barvy(b́ılá, černá) = 0,
podobné-barvy(azurová, modrá) = 0.8

Predikáty lze pomoćı logických spojek skládat do logických formuĺı:

ϕ := Vysoky-muž(x) & Vysoky-tlak(x)

Formule:
”
muž x je vysoký a má vysoký tlak“. V závisloti na tom, koho doplńıme za

x má formule nějakou pravdivostńı hodnotu. (ozn. ||ϕ||)
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Řešeńı paradox̊u

NP(x) můžeme brát jako charakteristickou funkci crisp množiny
”
muži, ktěŕı nejsou

plešat́ı“

Pokud je NP fuzzy množina s L = [0, 1], pak můžeme paradox vy̌rešit následovně:

1 Muž se 180000 vlasy neńı plešatý: NP(180000)=1.

2 Pokud vytrneme muži vlas, bude o malinko plešatěǰśı: pokud NP(x) = a, pak
NP(x− 1) = a− 1

180000

Posloupnost NP(x) pro x = 180000, 179999, . . . , 0:

NP(180000)=1, NP(179999)=179999
180000

, . . . , NP(0) = 0
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Komparativńı sémantika

Kde vezmu hodnoty pravdivostńıch stupň̊u?
Zálež́ı na tom, jestli je byt-vysoky(Franta) = 0.5 nebo byt-vysoky(Franta) =
0.45 ?

1 Pravdivostńı stupně maj́ı komparativńı význam

2 Konkrétńı pravdivostńı stupně źıskáme nap̌r. od odborńık̊u a mohou být důležité
v aplikaćıch (nap̌r. fuzzy regulátorech)

Při volbě pravdivostńıch stupňů tedy zálež́ı hlavně na tom, aby správně popisovaly
konkrétńı množinu (Nap̌r. byt-vysoky má vyš̌śı pravdivostńı stupeň pro někoho,
kdo má 2m, než pro někoho, kdo má 170 cm)

V konkrétńıch aplikaćıch (p̌ri zpracováńı fuzzy množin), lze pak stupně doladit tak,
jak je pro danou aplikace vhodné.
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Množina pravdivostńıch stupňů
Pro L existuj́ı rozumné požadavky, ze kterých vyplyne p̌ŕıslušná formalizace:

1. Chceme porovnávat pravdivost r̊uzných výrok̊u

Definice
Uspǒrádaná množina je 〈L,≤〉, kde A je množina a pro všechny x, y, z ∈ L plat́ı

x ≤ x (reflexivita)

x ≤ y a y ≤ x implikuje x = y (antisymetrie)

x ≤ y a y ≤ z implikuje x ≤ z (tranzitivita)

a

d

b

c

c

b

a db ca
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Množina pravdivostńıch stupňů
2. Úplná pravda je věťśı než všechny ostatńı pravdivostńı stupně, úplná nepravda je
menš́ı než všechny pravdivostńı stupně

Definice
Uspǒrádaná množina 〈L,≤〉 je ohraničená pokud existuj́ı prvky 0,1 takové, že

0 ≤ x pro všechna x ∈ L (0 je nejmenš́ı prvek)

x ≤ 1 pro všechna x ∈ L (1 je nejvěťśı prvek)

cb

0

1
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Množina pravdivostńıch stupňů

3. Kvantifikátory = symboly použ́ıvané ve formuĺıch matematické logiky

Universálńı kvantifikátor ∀ — význam
”
pro všechny“:

ϕ := (∀x) Vysoky-tlak(x)

Význam: pro všechna možná dosazeńı za x plat́ı, že x má vysoký tlak, tj.
”
všichni

muži maj́ı vysoký tlak“

Jak dostaneme pravdivostńı hodnotu ϕ?

vysoký-tlak(x) ≥ ||ϕ|| pro všechna dosazeńı za x

chceme, aby ||ϕ|| bylo co nejvěťśı možné

nejvěťśı pravdivostńı stupeň menš́ı než všechna vysoký-tlak(x)

p̌rirozeně vede na pojem infimum
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Infimum

Definice
Necht’ 〈L,≤〉 je uspǒrádaná množina a B ⊆ L. Dolńı kužel LL(B) množiny B
vzhledem k A je

LL(B) = {a ∈ L | a ≤ b pro všechny b ∈ B}.

Pokud má LL(B) nejvěťśı prvek, nazýváme jej infimem B. Operaci nalezeńı infima
ř́ıkáme pr̊usek, označujeme ∧.
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Množina pravdivostńıch stupňů

Existenčńı kvantifikátor ∀ — význam
”
existuje alespoň jeden“:

ϕ := (∀x) Vysoky-tlak(x)

Význam: pro všechna možná dosazeńı za x plat́ı, že alespoň jedno x má vysoký tlak,
tj.

”
existuje muž, který má vysoký tlak“

Jak dostaneme pravdivostńı hodnotu ϕ?

vysoký-tlak(x) ≤ ||ϕ|| pro všechna dosazeńı za x

chceme, aby ||ϕ|| bylo co nejmenš́ı možné

nejmenš́ı pravdivostńı stupeň věťśı než všechna vysoký-tlak(x)

p̌rirozeně vede na pojem supremum
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Supremum

Definice
Necht’ 〈L,≤〉 je uspǒrádaná množina a B ⊆ L. Horńı kužel UL(B) množiny B
vzhledem k A je

UL(B) = {a ∈ L | a ≥ b pro všechny b ∈ B}.

Pokud má UL(B) nejmenš́ı prvek, nazýváme jej supremem B. Operaci nalezeńı
supremem ř́ıkáme spojeńı, označujeme ∨.
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Konjunkce

4. Pravdivostńı hodnoty složených formuĺı se poč́ıtaj́ı z pravdivostńıch hodnot jej́ıch
podformuĺı

ϕ := Vysoky-muž(x) & Vysoky-tlak(x)

Kolik je ||ϕ||, kdyz vysoky-muž(x) = b, a vysoky-tlak(x) = c?

Použijeme pravdivostńı funkci, která odpov́ıdá spojce & — ⊗ : L× L→ L.
||ϕ|| nyńı spoč́ıtáme jako b⊗ c.

Definice (Pravdivostńı funkce spojky &)

Funkci ⊗ považujeme za pravdivostńı funkci spojky &, pokud pro všechna a, b, c ∈ L
a⊗ b = b⊗ a
(a⊗ b)⊗ c = a⊗ (b⊗ c)
a⊗ 1 = a
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Implikace
Pravdivostńı funkce implikace : →

Chceme, aby dob̌re fungovalo pravidlo modus ponens

z ϕ a (ϕ⇒ ψ) odvod’ ψ

Požadavky ve v́ıcehodnotovém prosťred́ı:

1 ||ϕ|| ⊗ (||ϕ|| → ||ψ||) ≤ ||ψ||
2 p̌ritom ale chceme, aby modus ponens bylo silné pravidlo, tj. chceme aby

pravdivostńı hodnota ||ϕ|| ⊗ (||ϕ|| → ||ψ||) byla maximálńı možná

Požadavky vedou na podḿınku adjunkce:
Pro všechna a, b, c ∈ L

a⊗ b ≤ c právě když a ≤ b→ c
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Residuovaný svaz

Definice (Svaz)

Úplný svaz je spǒrádaná množina (L,≤), ve které existuj́ı infima a suprema pro
všechny podmnožiny L.

Definice (Residuovaný svaz)

Residuovaný svaz je algebra L = 〈L,∧,∨, 0, 1,⊗,→〉 taková, že

(L,∧,∨, 0, 1) je ohraničený úplný svaz

⊗ je komutitavńı, asociativńı a pro všechna a ∈ L plat́ı a⊗ 1 = 1

a⊗ b ≤ c právě když a ≤ b→ c
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Př́ıklady residuovaných svaz̊u

Často použ́ıvanými residuovanými svazy jsou svazy s nosičem L = [0, 1].

〈L,∧,∨, 0, 1〉 tvǒŕı úplný svaz, kde a ∧ b = max(a, b) a a ∨ b = min(a, b).

Operace multiplikace a residua jsou v něm definovány:

a⊗ b = max(a+ b− 1, 0), a→ b = min(1− a+ b, 1) (Lukasiewitzova struktura)

a⊗ b = min(a, b), a→ b =

{
1 a ≤ b

b a > b
(Gödelova struktura)

a⊗ b = a · b, a→ b =

{
1 a ≤ b

b/a a > b
(produktová struktura)
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Př́ıklady residuovaných svaz̊u

Definice (t-norma)

Zobrazeńı t : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] je t-norma, když pro všechna x, y, z ∈ [0, 1]
plat́ı:

T (x, y) = T (y, x)

T (T (x, y), z) = T (x, T (y, z))

x ≤ y implikuje T (x, z) ≤ T (y, z)

T (x, 1) = x

Lze použ́ı jako ⊗ v residuovaném svazu, pokud je t-norma zleva spojitá, tj.

lim
n→∞

t(an, b) = t( lim
n→∞

an, b)

Pak totiž existuje unikátńı operace → tak, že (⊗ a →) tvǒŕı adjungovaný pár.
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Základńı vlastnosti residuovaných svaz̊u

Věta (Základńı vlastnosti ⊗, →)

V každém residuovaném svazu L plat́ı pro všechna x, y ∈ L:

1 y1 ≤ y2 implikuje x⊗ y1 ≤ x⊗ y2,
2 x⊗ (x→ y) ≤ y,

3 x→ y je nejvěťśı prvek {z | x⊗ z ≤ y}
4 x ≤ y p.k. x→ y = 1,

5 x→ x = 1, x→ 1 = 1, 0→ x = 1,

6 1→ x = x,

7 x⊗ y ≤ x,

8 x⊗ 0 = 0,
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Pr̊unik a sjednoceńı fuzzy množin

Pr̊unik fuzzy množin A,B ∈ LX je fuzzy množina A ∩B, definovaná

(A ∩B)(x) = A(x) ∧B(x).

Sjednoceńı fuzzy množin A,B ∈ LX je fuzzy množina A ∪B

(A ∪B)(x) = A(x) ∨B(x).
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Podmnožiny

Pro fuzzy množiny A,B ∈ LX je stupeň, ve kterém je A podmnožinou B,
definován

S(A,B) =
∧
x∈X

(A(x)→ B(x))

Crisp varianta:

A ⊆ B právě když A(x) ≤ B(x) pro všechna x ∈ X

Je vidět, že

A ⊆ B právě když S(A,B) = 1
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