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Cil prednasky

@ seznamit vas s motivaci pro vznik fuzzy logiky
@ pojmy fuzzy mnoZina, pravdivostni stupei

@ podrobnéji popsat struktury pravdivostnich hodnot
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Neurditost

@ né&co nevime presné, urdité, uplné.
@ s neurditosti se setkdvame v b&Zném Zivot& i ve védé

@ existuje nékolik typl neurditosti P¥iklad: nejistota je ddna mnoZina alternativ,
nastat miZe jenom jedna. Neur&itost je v tom, Ze nevime kterd existuji (hod
kostkou, ruleta ...)

@ riizné teorie pro zpracovani neurditosti (pravdépodobnost, possibility theory)

@ neurtitost se vyskytuje i v situacich, kdy nemame dostatek zdroji (vypocetni sila,
data, apod) abychom situaci (systém, fenomén) zpracovali pfesn&. P¥iklad:
statistické zpracovani dat.

@ organized simplicity — disorganized complexity spektrum
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Viagnost

@ typ neurditosti souvisejici s pouzivanim pfirozeného jazyka

@ neostfe definované pojmy, které pfesné nevymezuji sviij vyznam

Think of arm chairs and reading chairs and dining-room chairs, and kitchen
chairs, chairs that pass into benches, chairs that cross the boundary and
become settees, dentist’s chairs, thrones, opera stalls, seats of all sorts, those
miraculous fungoid growths that cumber the floor of arts and crafts exhibitions,
and you will perceive what a lax bundle in fact is this simple straightforward
term. In cooperation with an intelligent joiner | would undertake to defeat any
definition of chair or chairishness that you gave me.

— H. G. Wells (First and Last Things, London, 1908)

e dalsi pfiklady: mit vysoky tlak, byt vysoky, rychle béZet, ¢ervena barva
@ zakon vylouleného tretiho
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Paradoxy

Na paradoxech Ize demonstrovat disledky pouZiti apardtu pro pfesné (ost¥e
vymezené) vyrazy na vagni vyrazy.

Pracujeme s vagnim vyrokem nebyt plesaty (NP). MiZeme predpokladat, Ze
@ Muz se 180 000 vlasy neni pledaty (vyrok NP(180 000) je pravdivy).

© Pokud mutZi, ktery neni plesaty, vytrhneme jeden vlas, nestane se plesatym.
(pokud je NP(z) pravdivy, pak je NP(z — 1) také pravdivy).

Sestrojime posloupnost pravdivych tvrzeni:

NP(180000), NP(179999), NP(179998), ..., NP(0)

Dosli jsme k paradoxu:
@ elementdrni kroky jsou logicky spravn& (pfepoklady 1 a 2)

@ dojdeme k evidentné& nespravnému zavéru (muZ bez vlasi neni pleaty)
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Fuzzy mnozina

zobeciiuje pojem mnoZina = ostfe vymezend kolekce objektill, crisp mnoZina

Pro crisp mnoZinu A v universu X (A C X) je charakteristicka funkce zobrazen{
A: X — {0,1} definované pro z € X

Alz) = 1 z € A, tj. vyrok ,x patfi do A" je pravdivy
1 0 z¢ A, tj. vyrok ,x patf do A" neni pravdivy

Neostfe vymezenou kolekci objektl definujeme tak, Ze umoznime objektiim ndleZet
do mnoZiny ve stupnich, tj. charakteristickd funkce ma tvar A: X — L. Prob e L

Alz) = b x patfi do mnoZiny A ve stupni b
~ | vyrok ,z patfi do A" je pravdivy ve stupni b
A nazyvame fuzzy mnozina.
L je mnoZina pravdivostnich stupiii, &asto volime [0, 1]
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Myslenku vice pravdivostnich stupiid Ize snadno pouzit i v matematické logice,
pravdivostni funkci fuzzy mnoZiny miZeme interpretovat jako predikat.

Predikat = funkce, kterd pfifazuje objektim (nebo n-ticim objektd) pravdivostni
stupeni. P¥iklady predikati:

vysoky-muz: MuZi — L. PouZiti: vysoky-muZ(prof. B&lohldvek) = 1,
vysoky-muz(dr. Outrata) = 0.5

podobné-barvy: Barvy x Barvy — L. PouZiti: podobné-barvy(bild, &ernd) = 0,
podobné-barvy(azurovd, modrd) = 0.8

Predikaty lze pomoci logickych spojek skladat do logickych formuli:
¢ := Vysoky-muZ(x) & Vysoky-tlak(x)

Formule: ,muZ x je vysoky a ma vysoky tlak". V zavisloti na tom, koho doplnime za
x ma formule n&jakou pravdivostni hodnotu. (ozn. ||¢]])
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Reseni paradoxil

NP(x) miZeme brat jako charakteristickou funkci crisp mnoZiny ,muZi, ktefi nejsou
plesati“

Pokud je NP fuzzy mnozina s L = [0, 1], pak miZeme paradox vy¥esit ndsledovné:

@ MuZ se 180000 vlasy neni plesaty: NP(180000)=1.

@ Pokud vytrneme muZi vlas, bude o malinko plesatéjsi: pokud NP(z) = a, pak
NP(z —1) =a —

180000

Posloupnost NP(z) pro = 180000, 179999, ..., 0:

NP(180000)=1, NP(179999)=17%99 " NP(0) = 0
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Komparativni sémantika

Kde vezmu hodnoty pravdivostnich stupia?
Zalezi na tom, jestli je byt-vysoky(Franta) = 0.5 nebo byt-vysoky(Franta) =
0.457

© Pravdivostni stupné maji komparativni vyznam

© Konkrétni pravdivostni stupné ziskame nap¥. od odbornikli a mohou byt dilezité
v aplikacich (nap¥. fuzzy reguldtorech)

P¥i volbé pravdivostnich stupiili tedy zalezi hlavné na tom, aby spravné popisovaly
konkrétni mnoZinu (Nap¥. byt-vysoky ma vy&si pravdivostni stupeii pro né&koho,
kdo ma 2m, neZ pro n&koho, kdo ma 170 cm)

V konkrétnich aplikacich (p¥i zpracovani fuzzy mnozin), Ize pak stupné doladit tak,
jak je pro danou aplikace vhodné.
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MnoZina pravdivostnich stupni
Pro L existuji rozumné pozadavky, ze kterych vyplyne pfislusna formalizace:

1. Chceme porovnavat pravdivost rliznych vyroki

Definice

Uspofadana mnotzina je (L, <), kde A je mnoZina a pro viechny z,y, z € L plati
o v < x (reflexivita)

e r <y ay <z implikuje x = y (antisymetrie)

o r <yay<zimplikuje z < z (tranzitivita)

a b c
b

® © o o

d c a a b ¢ d
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MnoZina pravdivostnich stupni

2. Uplna pravda je vétsi neZ v8echny ostatni pravdivostni stupné, (plna nepravda je
mensi neZ viechny pravdivostni stupné

Definice

Uspotadana mnoZzina (L, <) je ohrani€ena pokud existuji prvky 0, 1 takové, Ze
@ 0 < x pro viechna z € L (0 je nejmensi prvek)

@ x <1 pro vdechna z € L (1 je nejvétsi prvek)

0
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MnoZina pravdivostnich stupni
3. Kvantifikatory = symboly pouZivané ve formulich matematické logiky
Universalni kvantifikator V — vyznam ,,pro viechny":

@ = (V) Vysoky-tlak(x)

Vyznam: pro vdechna moznd dosazeni za x plati, Ze x ma vysoky tlak, tj. ,vSichni
muZi maji vysoky tlak"

Jak dostaneme pravdivostni hodnotu ¢7

@ vysoky-tlak(x) > ||¢|| pro v8echna dosazeni za x

@ chceme, aby ||¢|| bylo co nejvétsi mozné

@ nejvétsi pravdivostni stupeit men3i neZ viechna vysoky-tlak(x)

@ pfirozené vede na pojem infimum
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Infimum

Definice

Necht (L, <) je usporaddand mnoZina a B C L. Dolni kuzel £L;(B) mnoZiny B
vzhledem k A je

Lr(B)={ae€ L|a<bproviechny b€ B}.

Pokud ma L (B) nejv&tsi prvek, nazyvdme jej infimem B. Operaci nalezeni infima
fikdme priisek, oznatujeme A.
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MnoZina pravdivostnich stupni

Existen¢ni kvantifikator V — vyznam ,existuje alespon jeden":

¢ = (V) Vysoky-tlak(x)

Vyznam: pro vdechna mozna dosazeni za x plati, Ze alespori jedno x ma vysoky tlak,

tj. ,existuje muz, ktery ma vysoky tlak"

Jak dostaneme pravdivostni hodnotu ¢7

@ vysoky-tlak(x) < ||¢|| pro vdechna dosazeni za x

@ chceme, aby ||¢|| bylo co nejmensi mozné

@ nejmensi pravdivostni stupei vétsi neZ viechna vysoky-tlak(x)

@ prirozené vede na pojem supremum
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Supremum

Definice
Necht (L, <) je uspo¥addand mnozina a B C L. Horni kuzel U;,(B) mnoZiny B
vzhledem k A je

UL(B)={a € L|a>bproviechny b € B}.

Pokud ma U (B) nejmensi prvek, nazyvame jej supremem B. Operaci nalezeni
supremem fikdme spojeni, oznalujeme V.
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Konjunkce

4. Pravdivostni hodnoty sloZenych formuli se poditaji z pravdivostnich hodnot jejich
podformuli

¢ = Vysoky-muZ(x) & Vysoky-tlak(x)
Kolik je ||¢||, kdyz vysoky-muz(x) = b, a vysoky-tlak(x) = c?

Pouzijeme pravdivostni funkci, kterd odpovida spojce & — ® : L x L — L.

||| nyni spotitame jako b ® c.

Definice (Pravdivostni funkce spojky &)

Funkci ® povaZujeme za pravdivostni funkci spojky &, pokud pro viechna a,b,c € L
0 aR®b=0®a

e (aRb)R®c=a® (bR c)

ea®l=a
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Implikace

Pravdivostni funkce implikace : —
Chceme, aby dobfe fungovalo pravidlo modus ponens
z pa (p= 1) odvod 1

Pozadavky ve vicehodnotovém prostredi:

Q el @ (llell = [[¥l) < [[¥]]

© pritom ale chceme, aby modus ponens bylo silné pravidlo, tj. chceme aby
pravdivostni hodnota ||| @ (||¢]] = [|¥]]) byla maximalni moznd

PoZadavky vedou na podminku adjunkce:
Pro vSechna a,b,c € L

a®b<cpravé kdyza <b—c
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Residuovany svaz

Definice (Svaz)

Uplny svaz je sporddand mnoZina (L, <), ve které existuji infima a suprema pro
v8echny podmnoziny L.

Definice (Residuovany svaz)

Residuovany svaz je algebra L = (L, A, V, 0,1, ®, —) takova, Ze

e (L,A,V,0,1) je ohraniteny dplny svaz

@ ® je komutitavni, asociativni a pro vdechna a € L platia® 1 =1
e a®b<cpravé kdyZa <b — ¢
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P¥iklady residuovanych svazii

Casto pouzivanymi residuovanymi svazy jsou svazy s nosicem L = [0, 1].
(L,\,V,0,1) tvofi dplny svaz, kde a A b = max(a,b) a a Vb= min(a,b).

Operace multiplikace a residua jsou v ném definovany:
@ a®b=mazx(a+b—1,0),a - b=min(l —a+0b,1) (Lukasiewitzova struktura)

1 <b
@ a®b=min(a,b),a — b= { “= (Godelova struktura)
b a>b
1 <b
ea®b=a-ba—b= “= (produktova struktura)
b/a a>1b
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P¥iklady residuovanych svazii

Definice (t-norma)

Zobrazeni ¢ : [0,1] x [0,1] — [0, 1] je t-norma, kdyZ pro v3echna z,y,z € [0, 1]
plati:

o T'(x,y) =T(y, )

o T(T(z,y),2) = T(z, T(y, 2))

o x <y implikuje T'(z, 2) < T'(y, z)
o I'(z,1)==x

Lze pouZi jako ® v residuovaném svazu, pokud je t-norma zleva spojita, tj.

lim t(a,,b) = t(lim a,,b)

n—o0 n—oo

Pak totiZ existuje unikatni operace — tak, Ze (® a —) tvofi adjungovany par.
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Zakladni vlastnosti residuovanych svazii

Véta (Zakladni vlastnosti @, —)

V kaZdém residuovaném svazu L plati pro vsechna x,y € L:
Q@ y1 < yo implikuje x @ y1 < x @ ya,

Q@2 —y) <y,

Q = — y je nejvétsi prvek {z | ® 2z <y}

Qx<y pk z—=y=1,

Qzr—zx=1 z—->1=1 0—-z=1,

Q1l—x=n=x,

Q@ z®y <z,

Q@ r®0=0,
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Prinik a sjednoceni fuzzy mnoZin

Priinik fuzzy mnozin A, B € L je fuzzy mnoZina A N B, definovani
(AN B)(x) = A(x) A B(x).

Sjednoceni fuzzy mnozin A, B € L je fuzzy mnoZina AU B

(AU B)(z) = A(x) V B(x).
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PodmnoZiny

Pro fuzzy mnoziny A, B € LX je stupeii, ve kterém je A podmnoZinou B,
definovan

S(A,B) = N\ (A(z) = B(x))
zeX
Crisp varianta:
A C B pravé kdyz A(x) < B(x) pro vdechna z € X

Je vidét, zZe

A C B pravé kdyz S(A,B) =1
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